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ВВЕДЕНИЕ

Книга посвящена изучению вопросов существования (как в 
малом, так и в целом) и единственности обобщённого, почти 
всюду и классического решений следующей одномерной 
смешанной задачи:

((,х ) - а  и(хх{(,х) = 9(и({,х)) (0 < /< Г , 0 < х< ^), (0.1)

• г/(0,х) = ̂ х )  (0 < х < ^), г/Д0,х) = ^ (х )(0 < х < ^), (0.2)

и((,0) = и((,1)=0 (0<1<Т),  (0.3)

где 0 < Т < +оо, 0 < (. < +оо; а  > 0 - фиксированное число;
ср,у|/ — заданные функции, 9  - заданный, вообще говоря, нели­
нейный оператор, а и(( ,х)  - искомая функция; кроме того, 
отдельно, более подробно, исследован случай задачи (0.1)-(0.3), 
когда . /  является оператором типа функции, а именно, когда 
уравнение (0 .1) имеет вид:

и(( ((, х) -  а  Ч(ХХ{(, х) = ̂ (/, х, и((, х), и( ((, х), их  (/, х), и(х{(, х), их х ((, х))

(0 < / < Г,0 < х < ^),(0.4)
где — заданная функция; далее, еще подробнее
исследован случай, когда уравнение (0.4) имеет следующий 
специальный вид:

и„ {(, х ) - а  и1хх{(, х) = о’(их (/, х)) • ихх((, х)+ /(х , и(1, х)) +

+ р{(,х,и((,х),и,(I,х),их(I,х),и1х(1,х),ихх(1,х)) (0<1<Т, 0 < х < ̂ ),(0.5) 
причём условия, налагаемые на функции ег и / ,  таковы, что 

объединение функций сг \и х(1,х))-ихх(1,х) и /'(х,г/(?,х)) с функци­

ей Р[(,х,г{{,х),м,(/,х),м^,х),г^,х),ита(/,х)), вообще говоря, нецелесо­
образно.

Следует отметить, что многие задачи теории упругости, в 
частности, задача о продольном колебании упруго-вязкого 
неоднородного стержня, задача о продольном ударе абсолютно
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твёрдым телом по упруго-вязкому неоднородному стержню 
конечной длины и переменного сечения, распространение волн в 
вязко-упругом теле, распространение импульсов вдоль нервных 
аксонов (нейронов) и многие другие задачи сводятся к решению 
смешанной задачи типа (ОЛ)-(О.З) для различных частных 
случаев уравнения (0 . 1) .

Основным аппаратом исследования в данной книге являют­
ся методы и идеи нелинейного функционально! о анализа, 
реализованные в докторской диссертации [1] при изучении 
многомерной смешанной задачи для нелинейных гиперболичес­
ких уравнений второго порядка.

Теперь, прежде, чем перейти к краткому описанию содер­
жания данной книги, дадим краткий обзор некоторых работ, 
непосредственно связанных с задачей (0 .1)-(0.3) и её многомер­
ным аналогом, а также некоторых работ, в которых для различ­
ных частных случаев уравнения (0 .1) и его многомерного аналога 
изучаются задачи, в определённом смысле близкие к задаче (0 .2), 
(0.3).

В 1962-1963 годах в работах [2]-[4] рассмотрена задача: 
и(( ((, х) -  и(хх (/, х) = х)) • и( (?, х) + §(и{1, х)) (/■ > 0, х > 0),

- и(0, х) = ср(х) (х > 0), и( (0, х) = 1/ /(х)  (х > 0),

и(/,0) = //(/) (( > 0),
доказана теорема существования и единственности классическо­
го решения и изучено поведение классического решения задачи 
при I —> +оо для случаев §{и)  = и и §(и)  = 0 .

В 1967 году в работе [5] Расуловой Г.А. (Худавердиевой 
Г.А.) рассмотрена задача (0.4), (0.2), (0.3) в случае, когда 

Р  = ихх+ А/ ( / , х ,и , и, , их , иа ,ихх), (. -  л  , 
где X - числовой параметр; введены понятия обобщённого, почти 
всюду и классического решений; с помощью метода пос­
ледовательных приближений и принципов Красносельского 
М.А., Шаудера и Лере-Ш аудера доказаны локальные (т.е. 
справедливые при достаточно малых значениях Ш ) и нелокаль­



ные теоремы существования и единственности обобщённого, 
почти всюду и классического решений; изучена непрерывная за­
висимость (в определённом смысле) всех трёх типов решений от 
ф, у  и / ;  кроме того, изучена ограниченность (в определённой 
норме) и поведение при  ̂—» +оо решений, когда они существуют 
для любого Т>0. Следует особо отметить, что большинство 
теорем, установленных в работе [5], локальные, а в нелокальных 
теоремах либо функция /{( ,х,и,и,,их,и1х, )  удовлетворяет в

[0,7"] х [0, тг]х (— °°,°°)5 глобальному условию Липшица по перемен­

ным и,ип их,и1х,ихх, либо /  = / [ ( , х , и , и ( ,их ) и функция

/ ( ( , х , и , и п их) в [0,Г ]х [0,;г]х(-оо,оо)3 имеет по переменным 

и,ип их при | и | + | и{ | + | их  | —> +оо лишь линейный (первый) 

порядок роста.
В 1968 году в работе [6] Гринберга Дж.М., Мак Кейми Р.К. 

и Мизеля В.Дж. рассмотрен частный случай задачи (0.5), 
(0.2),(0.3), когда /  = 0 , Р  = 0,1 = 1, а ( у ) е  С (3)(-оо,оо), сг(0) = 0, 

а ' (у )>  0 У уе(-со ,оо), (р(х) е  С (4)([0,1]), (р(о) = (р(\) = ср\0) = 

= ср\1) = 0, ^ ( х ) е С (2)([0Д ]),И 0) = ^ ( 1) = ^ 1 0 ) = ^ ''( 1) = 0; дока­
зано существование единственного классического решения 
и{(,х),  обладающего свойствами:

X = и (()< М{(р, у/) VI > 0,
/+/<2 | 0 1  О Х

П т и (/) = 0,/->+00
где л ( ( р , [//) - постоянная, причём 

Л ( < р ,Ч / ) ^ 0  при И ^ ) | |С (*)[|-0>1] |+ ||^ (д с ) ||С (2) | |0>1|] - > 0 . (0.6)

В 1969 году в работе [7] Гринберга Дж.М. рассмотрена за­
дача



и„ (/, х )  -  а  и(хх {(, х ) = е (их  (/, х)) • ихх  (?, хДО < ( < +оо, О < х < 1),

< и(о ,х) = х (о  < х < 1),и Д о ,х ) = ^ (х ) (о  < х < 1), 

м(^,о) = О (/ > о), и(/,1) = 1 (/ > о),

где а  > О - постоянная, Е ( у ) е С {2) ( -  оо, оо), Е(у)  > 0 Чу е  ( -  оо, оо), 

^ х ) е С (2|([0,|]) и ^ (0 )  = ^(1) = 0; доказано существование и 
единственность обобщённого (в определённом смысле) решения 
и(7, х) этой задачи, обладающего свойствами:

\и(1, х) -  х||с{[01]) + 1 их (/, х) -  1||с([о|]) + 1| и, (I, х)||с([о1]) +

+ 1к ( ^ х)||С([о,.]) + 1к М | М(М) 5 ~ ™  ^  ° ’

Нш 11(1) = 0,/—>+оо
где 0 - постоянная, причём . К (у/) -> 0 при

1к ( Х)|1с<'>([0.1])
В 1970 году в работе [8] Гринберга Дж. М. и Мак Кейми 

Р.К. рассмотрен частный случай задачи (0.5), (0.2), (0.3), когда 
/е е  0, Е  = 0,С = \, сг(у)е С (3)(-оо,оо),сг'(у)> 0 У уе(-оо,оо), 

ф{х),у/{х)е С (2)([0,1]), (р(0)=(р(\) = у/(0>) = у/(\) = с г '(^ '(0 )У (0 ) +
+ « ^ " ( 0) = доказано существование и
единственность классического решения и(1,х) , обладающего 
свойствами:

1|МЫ 1с([0Л]) +  1к М 1с([0,.]) + 1к М 1С([0,,]) + 1к М и , 1) +

+ 1К  (*, - 1 (10,1]) ^  е ~Ш V* > 0.

к 2"  • { к ( ^ < (01) Ч к ~ М Г 12(01)} ^  -
о

где к > 0, . и((р,1/ / )>  0 - постоянные и имеет место соотношение 
(0.6).

В 1970 году в работе [9] Мак Кейми Р.К. рассмотрена зада­
ча:
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и„ ((, х) = —  {сг(их (I, х)) + Л(их (I, х))  и Д х )) ( />  О, О х <  1),
дх

и(0,х)=(р{х)  ( 0 < х < 1), ы,(0,х) = (̂дг) (0 < х < 1 ),

и(* ,о)= и(и)= о(*>о),

где
ср{х) е  С (4)([0,1] ) ,^ (х )  € С <2)([0,1] ),о-(^) еС (2)(-~ ,« > ),< ^ (0 ) = О,

(Т'( )̂ > 0 \/^  € ( - 00, оо), Я(_у) е С( 1 ’ ( - 00, оо),0 < < Я(^) < Я,\/^ е  ( - со, оо).

Такая задача возникает в нелинейной теорш упругости - В работе 
установлено существование, единственвость и стабилизация 
решений рассматриваемой задачи.

В 1971 году в работе [10] Крицкой С.С. рассм отрен а задача
о продольном ударе абсолютно твёрдым телом по* упруго­
вязкому неоднородному стержню конечной длины со свободны ­
ми концами и переменного сечения, сводящаяся к к р аев о й  задаче:

дх
Е„/(х)со(х)

ди(1, х)
дх

+ -д_
дх

К  /(х)со(х)
д~и(1, х) 

д(дх

= ̂ ( | > Ц  О <х< 1\  
д(2

и(0,х) = 0 (0 < х < (),
Эг/(0,х) _ [ 0 ПРИ 0 й х < *’

д1 I -  при X =

г  ди(1,0) , д2и(1,0)
с-п----------1- /Лй — —----— О

д( д1дх
( /> 0),

д 2и(1,1)
а Щ Е{о / ( ^ ) ^ М  + ^ / ( 0 -

I дх д1дх
■ =  - т -

а2и{1,() 
д12

{I >  О ),

гд е Е (), ^ 0, р , о 0,т - положительные постоянные, /(х),со(х) -  
положительные на [0, (. ] функции, имеющие производную 
четвёртого порядка с полной ограниченной вариацией для
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^ < х  < [ .  Методом Фурье получено решение этой задачи в виде
(  1 ^

ряда, члены которого имеют порядок О , . Проведено мате-
V"3/

маТИческое исследование полученного решения, в связи с чем 
изучено поведение частных производных первого и второго

д }и(1,х) .   ̂ А .
порядка, а также ^ 2 для 0 < х  < 1 , 1>0 и при I —» +оо .

В 1971 году в работе [11] Дэвиса П.Л. рассмотрен случай 
задачи (0.5), (0.2), (0.3), когда / =0,Р=Г((,х), 1 = п  и для решений 
установлена априорная оценка, позволяющая получить условия 
существования, единственности и асимптотической устойчивос­
ти.

В 1972 году в диссертации [12] Кулиевой Б.А. исследованы 
вопросы существования и единственности обобщённого и 
классического решений следующих двух одномерных предель­
ных краевых задач: 

и„ (I, х) -  (I, х) = х, и (,(, х), г/, (/, х), их (I, х), и „ (/, х)) (0 < I < Т, х > 0),
и(0,х) = ср(х) (х>0),и,(0,х) = 1//(х) (х > 0), 
и(1,0) = М(1) (0<1>Г);

м „ (/,х )-г /,„ (Г ,х )  = ^ ,( / ,х ,ы ( /,х ) )  (0 < / < 7’, х < 0),

У„(1 ,х)-Ухх(1,х) = Г2^ ,х ,У { 1 , х ) )  (0 < I < 7 \х  > 0),

м(0,х) = #>,(х) (х < 0), г/,(0,х) = ^ ,(х ) (х  < 0),

^ (0 ,х )  = (р2{х){х  > 0), У,(0,х)  = 1/ /2(х)  (х  > 0),

« (/,-0 )  = У((,+0) (0 < / < Т),

1а(/)их( / ,-0 )  = Кх(/,+0) (0 < ( < Т ) ,

где 0 < 7 ’ <+а>, Т7, Рх, Г 2,(р, (рх,(р2,ц/, у/[,ц/2, ц ,  а -  заданные 
Функции, а и(1 ,х ) ,У(1 ,х) -  искомые функции.

В 1974 году в работе [13] Рубинова Л.Я. получены оценки 
влияния нормальных составляющих напряжений в вязкой 
сжимаемой жидкости на динамику ламинарного потока в трубе. 
Составлены уравнения для давлений и расходов, распростране­
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ние которых описывается дифференциальными уравнениями в 
частных производных третьего порядка вида:

д 2и д ъи ди 2 д 2и- а  + Ь- а  - с  , = 0, 
д( д(дх д( дх

где а  > 0, Ъ > 0, с > 0 - определённые постоянные. Рассматривае­
мая задача решена для давлений при нулевых начальных и одном 
из граничных условий. На другой границе действует возмущение 
иь = и 0$та>1. Вынужденные колебания определены методом
комплексных амплитуд, свободные - способом Фурье. Найдены 
коэффициенты влияния нормальных напряжений на динамиче­
ские характеристики потока, определён коэффициент затухания, 
величина которого зависит от вязкости и собственных чисел 
задачи. Показано, что в коротких трубах (длиной | |̂ < л ) влияния

нормальных напряжений на затухание свободных колебаний 
велико уже для первых гармоник.

В 1974 году в работе [14] Соунти К.О.А. получены необхо­
димые и достаточные условия существования периодического по
( обобщённого решения задачи

/
/ > и « ( * . х ) - / / и „ ( / , х ) -  /■ * ( *  - Ф « ( г , Х)Л г - ' Ч » ( ' , х ) =/(1,х)

-00

(-со</<+оц 0 < х < 1), 
где р ,  /л, Л — действительные числа, / ( ( , х ) - периодическая по I, 
квадратично суммируемая по прямоугольнику 0 < / < 1, 0 < х  < 1 
комплекснозначная функция и Ж -  действительнознач­
ная функция из пространства Ь2(0,+оо). Решение ищется в виде

оо
и((,х) = ^ ( р п(х)е2жт1\ для функций (р„{х) (и = 0,± 1,---) получа-

П=—00
ется задача на собственные значения для самосопряжённого 
вполне непрерывного оператора.

В 1974 году в работе [15] Нишихары К. рассмотрен частный 
случай задачи (0.5),(0.2),(0.3), когда /  = О, / 7 = 0, <г(у) е

е С (3)(-оо1со), ст(0) = 0 и <у'(у)>0 Уу е  ( -  оо, оо), доказано,

10



что классическое решение этой задачи убывает экспоненциально 
при I —> +со вместе со всеми своими производными до второго 
порядка включительно и, тем самым, усилен результат работы 
[6].

В 1975 году в работе [16] Дэвиса П.Л. рассмотрен частный 
случай задачи (0.5), (0.2), (0.3), когда /  = 0, Г  = 0 ,1  = л ,

а \ и х) = о, + а 2 ■ и \ ,  а х > 0 , а 2 > 0 -  постоянные, <р(х),1//(х) - дос­

таточно гладкие на [О, тс] функции, причём ср(0) = ср(л) = ^ ( 0) =
= у/(я)  = 0; доказано, что существует решение иа((,х)  этой 

задачи (при 0 <1< Т* < Т\ Т * не зависит от а ) ,  непрерывно

зависящее от начальных данных, при этом Г* —> +оо если 
а, —> оо или ф, у  —> 0 в подходящем смысле; кроме того, при 
а  —» 0 :

д 1+1иа(1,х) д'+]и0(1,х)

дя 'дх1 > дГдх1
в с([о ,г]х[о ,/г]) (/ + / < 2;/<  1).

В 1975 году в работе [17] Накао Митсухиро и Токимори 
Нанбу рассмотрена задача:

1 а (I, х) -  Аи, (/, х) -  (?, *)|' "1 + /3{х,и(1,х)) = / ( ( , х )
ы у \

(/ > 0, д: € □),

и(0,х) = (р(х) (х еП ), и1(0,х) = у/(х) (х еГ 2),

и((, х) | г = 0 (Г = [0, оо) х Ш ),

где О  - ограниченная п-мерная область с достаточно гладкой 
границей дС1, А -  п-мерный оператор Лапласа, р > 2 , р , / , ( р , у / -  
заданные функции; найдены достаточные условия существова­
ния глобальных (ограниченных) решений, когда /3(х, а ) ^ 0  и не 
монотонна по и.

В 1975 году в работе [18] Клемана Дж.К. рассмотрена зада­
ча:
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и„ (/, х) -  Ап, (/, х) -  (о-, К  ■*)))=/(Л  *) (0 < / < 7”, х е  □),
/=1 ^

- г/(0,х) = <р(х) (хеО ), и, (0,х) = у/(х) (хеО ), 

и (/,х )|Г = 0 ( г ф , 7 > а о ) ,

где 0 < Т < +оо, О  -  ограниченная п-мерная область с границей 
дС2, А -  п-мерный оператор Лапласа,

сг,.(^)еС <')(-°о,оо),сгД0) = 0, 0 < с г '(^ )< к 0 = сотЬЦ = 1, п),

(р(х) е  Д О )  П ^2 (Р )> И Х )е  Д О ) , / ( А е  I ,  ((0, Г)хГ2);
доказана теорема о существовании и единственности решения 
почти всюду.

В 1976 году в работе [19] Филимонова А.М. изучена задача 
нахождения периодических (по одной или обоим переменным) 
решений уравнения

ип -  к их\" - и ^ - м  и,х " • и1хх -  уи, =  О, 

где к>0, п>-1, ц > 0 - постоянные; найдены достаточные условия 
образования стоячих волн.

В 1977 году в работе [20] Рауппа М.А. и Ресенде Н.С. рас­
смотрен случай задачи (0.5), (0.2), (0.3), когда

/  = 0, Р  = Р{1, х), (. = 1, сг'(их) = а х + а 2 - их
и для нахождения решения этой задачи применён метод Галёрки- 
на.

В 1979 году в работе [21] Кожанова А.И. рассмотрена зада­
ча:

и„ (*>х) - — — («(/, х)и ((, х)) = —  (Ь((, х)а{и х (I, х))) +
а  дх дх

• + /(1,х,и(1,х),и, (/,х ),их(I, х)) (0 < (<Т,  0 < х < 1), 

и (0 ,х )= и ,(0 ,х )= 0  (0 < х< 1), и(1,1) = 0(0<1<Т),
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где а(1,х)>0, Ь((,х)>0 при 0<(<Т,  0< х< 1 ; а(1,0) = Ь((,0) = О 

(0<?^'Г);о(0)=0,  О<(У(у)<С0 <2 Ууе(-с^ос); в [0,Г]х[0,1]х(-со,оо)3 

/ ( 1,х,и ,и , ,их)\ < С ■ {1 + \и\ + и,\ + а( / , х )  ■ их|}; 

и выполнен целый ряд условий, связывающих функции а,Ь и /  . 
Введено понятие обобщённого решения и доказана теорема 
существования обобщённого решения рассматриваемой задачи.

В 1979 году в работе [22] Эриа Дж.К. и Ларднера Р.У. изу­
чены приближённые решения задачи (0.2), (0.3) для уравнения 

11 „ - и* * = е -  ■ ихх + 2уи2х - и ^ - к -  и1хх },
отвечающего реологической модели Фойгта и описывающего 
плоские колебания среды, проявляющей малую нелинейную 
упругость и линейно вязкоупругое поведение, где 
/и>0, у  > 0, к > 0 - определённые постоянные, а е  > 0 -  малый 
параметр.

В 1978-1979 годах в работах [23], [24] Эбихары Ю. при 
достаточно малых начальных и граничных данных доказано 
существование глобальных классических решений для уравнений 
вида

А X-1 ^  ( К1 2р \ П
и„ - Аи, - 2 ^ 1 'я  ) = 0,1=1 Vх  I ®Х1
и„ -  Аи, + С, • (Аи)р + С2 • (АиУ = 0 .

В 1980 году в работе [25] Эндрьюса Г. рассмотрен частный 
случай задачи (0.5), (0.2), (0.3), когда /  = 0, Р  = 0 , 1 = 1 и доказа­
но существование единственного решения

и(1,х) = и(1) € С ( [0 ,г ] ; IV ^(0,1)) 
этой задачи.

В 1980 году в работе [26] Уэбба Дж.Ф. рассмотрена задача: 

ии ((, х ) - а  Ап, (I, х) = Ап(1, х) + / ( и((, х)) ((> 0, х  е  О),

и(0, х) = (р(х) (х 6 О), и, (0, х) = у/(х) (х е  О),

и(1,х) I = 0  (Г = [0,Г]хйО),

13



где а  > 0 -  постоянная, П  - ограниченная область в /? "(я < 3 ), 
Д- п-мерный оператор Лапласа, - заданные функции; в
работе найдены достаточные условия существования и единст­
венности её сильного глобального решения и исследовано его 
поведение при I —» +оо.

В 1980 году в работе [27] Лонгмана Дж.М. исследовано 
распространение волн в вязкоупругом теле из плоского и точеч­
ного источников ступенчатой функцией Хевисайда, причём 
изучаемая задача связана с решением нормализованного уравне­
ния Стокса

д 2и д }и _ д 2и
дх2 д(дх2 д г

В 1980 году в работе [28] Пяткова С.Г. рассмотрены сле­
дующие две задачи:

и„ (I, х) + а(1, х)и„  (I, х) + /3(1, х)ии (I, х) + к(1, х)и1хх ((, х)  +

+ а(1, х)и , (I, х) + Ь((, х)их (/, х) + с((, х)и((, х) = / ( ( ,  х)

( 0 < ( < Т , 0 < х < \ ) ,
и((,0) = = 0 (0<1<Т) ,

г/(0,х) = г/(Г,х) = 0 (г/, (0, х) = и, (Г, х) = 0), 0 < х < 1, 

когда &(0,х)>0, к(Т,х)< 0 (соответственно, & (0 ,х )< 0 ,
к ( Т , х ) > 0); при предположениях

«(/, х), Д /, х) Д / ,  х),а((, х),Щ, х),с{1, х) е  С 3)([0, Г]х[о,ф,

/ ( / , х) е4((0 , Т)х(0,1)),- (Д /,х )- к х(1,х))2 < а{1,х)- - 1к,(I,х !
4 2

- /?(1 ,х )<а(1,х )- -к1((,х)
4 2

доказано существование (в определённом классе) решения расс­
матриваемых задач.

В 1981 году в работе [29] Накао Митсухиро рассмотрена за­
дача:
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'и11( ( , х ) - ( р ( 1 , х ) и а (1,х) + а ( и х(1,х)))х = 0  (I > 0,0 < х < 1),

< м(0,х ) = ^ (х )(0 < х < 1), и,(0,х)  = 1/ / (х)  (0 < х < 1),

и((,0) = и(1,1) = 0 (/ > 0), 

где р{( ,х )>  0; при определённых условиях на функции р,ст,(р 
и V)/ доказано существование и единственность глобального 
достаточно гладкого классического решения рассматриваемой 
задачи.

В 1981 году в работе [30] Кожанова А.И., Ларькина Н.А. и 
Яненко Н.Н. доказано существование и единственность решения 
почти всюду задачи:

0
/Зи„(1, х ) + м,(7,х) + а и ( ( , х ) и х(1,х) -  Р ( и х( 1 ,х ) )~

дх

. - д д Рх{их{1,х))= / ( 1 , х ) ( 0 < ( < Т , а < х < Ь ) ,  (0.7)
д( дх

и (0 ,х )  = <р(х)(а < х  < Ь), иг(0 ,х )  -  1/ / ( х )  (а < х  < Ь),

и( ( ,а )  = и(1,Ь) = 0 (0 < I < Т),

где [а,Ъ] -  произвольный отрезок на оси х; - некоторые

постоянные, [3 > 0; Р'(г]) - произвольного знака, Р\(л)  > 0
&

V г/ е  (—оо,оо), а операторЬ0и = (Зип + и, -  Р(мх) является ква-
дх

зилинейным оператором переменного типа.
Отметим, что в случае (3 > 0, а  = 0, Р\т]) ^  0, Р^П)  > 0

уравнение (0.7) встречается в теории упругости, в теории 
неньютоновских жидкостей и изучалось рядом авторов. При 
различных требованиях роста и гладкости на функции 
Р(г]), Рх (77) получены теоремы о разрешимости в целом смешан­
ной задачи для уравнения (0.7) (см., например, [6],[9],[21 ]).

В случае (3 - 0 , а  = \,Р(т)) = рг/ ,Рх(т]) = ^г]\  где в , ц -  по­
ложительные постоянные, уравнение (0.7) представляет собой 
регуляризованное уравнение Бюргерса, исследованное в [30].

В случае (3 -  1,а = 0 ,Рх(г}) = 1п/7 смешанная задача для 
уравнения (0.7) изучалась в [31]. При этом в области отрицатель-
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ных значений на производную Р"(т]) налагалось условие подчи­
нения функции г/), а на начальные данные -  условие типа
знакоопределённости.

В работе [32] рассматривались уравнения третьего порядка 
в случае, когда дифференциальный оператор второго порядка 
Ь0и является строго гиперболическим при малых и .Доказано

существование решений, обладающих малой нормой, если 
начальные данные малы в той же норме.

А в вышеупомянутой работе [30] условия типа малости на 
начальные данные и правую часть отсутствуют.

В 1982 году в работе [33] Кожанова А.И. исследованы усло­
вия разрешимости смешанной задачи 

п д
Рии {1,х )~  X  — <7{ (1 ,х ,и ( ( ,х )У и (1 ,х )У и 1(1 ,х ) ) -  

/ = 1  ох-

п д д
-  X  — — Р'Лх,их А1,х))+А(1,х,и(1,х),иЛ1,х),Уи{1,х)УиЛ1,х)) + 

/=1 д( дх-1 1 г 1 1

п д
• +  X  — А-(1,х,и(1,х),иг (1,х),Уи(1,х)) =  0 (0 < 1  < Т , х  еС1),

1=1 дх1 1 1

и(0,х) = (р(х) (х е  0.),и( (0,х) = 1//(х) (х е  О),

и(/,д)|г  = 0 (Г  = (0 ,7 > а П ) ,

где 0 < Т  <+оо, П -огран и чен н ая  п-мерная область с границей

дО., /3> 0 - постоянная, а 1,Р1,А,А1{} = \,п), ФМ ~ достаточно
гладкие функции; доказана теорема существования решения 
почти всюду рассматриваемой задачи, для которого справедлива 
определённая априорная оценка.

В 1982 году в работе [34] Ларькина Н.А. рассмотрено ква­
зилинейное уравнение в частных производных вида
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где выражение
и ^

1=1 ^ ,
есть параболический оператор; доказаны теоремы существова­
ния и единственности в целом в цилиндре обобщённых решений 
первой краевой задачи для уравнения (0 .8), а также существова­
ние в целом обобщённого решения задачи Коши.

В 1982 году в работе [35] Эбихары Ю. рассмотрена задача: 
(I, х ) -  аАи(1, х) -  А ((, х)  =

= / ( / ,  х, и(1, х), (I, х), 9)и(1, х), 3) и( (I, х),9)2и(1, х),3)2и{ (/, х))

( / > 0,х е П ) ,

2/(0, х) = ср(х)(х е  О), и( (0, х) = ^ (х )  (х е  О),

и(1,х) |р  = 0  (Г = (0,+со) х 5 0 ), 

где а  -  постоянная, О -  ограниченная п-мерная область с 

границей 5 0 ,  3)и(1,х)  = (и^  (1 ,х) ,- -- ,иХп 3)2и(( ,х) =

3)2и((, х) г  (иХ[Х[ ( / ,х), ■ • •, иХ{Хп ( / ,х), • ■ •, иХпЦ ( / ,х), • • • ,иХпХп (I, х)),

А -оператор  Лапласа; при определённых специальных условиях 
относительно нелинейной функции /  установлено существова­
ние некоторого (неограниченного) множества IV в соответствую­
щем пространстве С.Л.Соболева, такого, что если начальные 
данные ср н у /  принадлежат \У , то рассматриваемая задача имеет 
решение при всех ( > 0 .

В 1982 году в работе [36] Артюшина А.Н. рассмотрена за­
дача:



б а 2
и ,М ,  х ) - л  —  сг(их  ((, х), и( ((, х)) -  /л------- Р (их  (/, х)) = / ( / ,  х)

11 дх дюх
(О < I < Т, О < х < 1),

и(0, х)  = ср{х) (О < х < 1), и{ (О, х) = у/{х) (О < х < 1),

г/х (7,0) = их (Г,1) = 0 (О < / < Г), 

где X ,ц -п остоян н ы е; при определённых условиях на функции 
<т,Р,/,(р и у/ доказаны теоремы о существовании и единст­
венности решения почти всюду рассматриваемой задачи.

В 1982 году в работе [37] Кожанова А.И. найдены условия 
разрешимости (в соответствующих классах) следующих двух 
задач:

ип  (I, х) + (-1)” х, и(1, х),2)и(1, х), • • •,3)"и((, х))+

+ (-1)"3>2"и( ((,х) = /(1,х,и(1,х),---,2>2л~1и(1,х))(Р<1 <Т, 0<х< 1), 

м(0, х) = (р(х) (0 < х < 1), и( (0, х) = 1//(х) (0 < х < 1),

3)2ки(1,0) = 3)2ки(1,1) = 0 (3)ки(1, о) = 3)ки(1,1) = 0)

(Лг = 0,1, —,« —1; / е [0,г]),

где 0 < Т  <+оо , п -  натуральное число, % = — . Кроме того, для
дх

первой задачи доказана также единственность решения.
В 1983 году в работе [38] Дорау Геновефа для уравнения

е ( ^ в М г , х ) _ л ан>,х)  ( р 4 , * г  П)
д1 дх. д(

рассмотрены следующие две задачи: 
ди((, х)

д( 
ди(1,х)

д1

г = М х ) ’ и( 1>х )  у  = М 1’ Х\ и( ( ’ х )  Г  = / з ( * ) ;0 Т т

= / , ( х ) , м ( / , х ) = / 2(/,х), г<(̂ ,х)|Го =/з(х)м(Г,х)|Г( ,
Гп г 0
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где Л> О, О  -  п-мерная ограниченная область с границей

Г, = {4 х = [Р> х 0 < (0 < Т. Получены теоремы

существования и единственности регулярных решений этих 
задач.

В 1983 году в работе [39] Эбихары Ю. для каждого из урав­
нений

д 2
ип ((,  * )  =  “  (& (их (*, х ))их  (*> х )  +  р(и(1, х))и(х (I, х)) +  / ' ( / ,  х)

(I > О, а < х  < Ь), 

ип  ((, х) = и(хх(1, х) + <т(и(1,х), и{ (I, х), их ((, х) ,и(х ((, х))их х (1, х) +

+ р(и(1,х),и{ (1,х),их (1,х))и{хх((,х) + / ( ( , х ) (( > 0, а < х < Ъ),

и({ ((,х) = <т(ихх((,х))их х (I,х) + и{хх(/,х) + / ( / ,  х) (I > 0, а < х  < Ь)

рассмотрена задача
м(0,х) = (р(х)(а < х < Ь),иг(0 ,х ) = у/(х)(а < х  < Ь),

и(1, а) = и(1, Ь) = 0 (1> 0); 
при некоторых условиях на данные доказано, что каждая из этих 
трёх задач имеет единственное решение в классе

С(1) ([0,+оо); \У \ (а, Ь) П IV3 (а, Ь)) П С2 ([0,+оо), ̂  (а, Ь)); 
изучены также свойства решений этих задач.

В 1983 году в работе [40] Артюшина А.Н. рассмотрена за­
дача:

^ - ф 1((,х)) + ( -1 )пЗ ) " Р (0 " ы ( ( ,х ) ) - ( -1 Г а )2"-2и,(1,х) =

= / ( ( , х )  (0 < / < 7\0 < х < 1), 

м(0, х) = (р(х) (0 < х < 1), и , (0, х) = у/(х)  (0 < х < 1), 

3>2ки((,0) = 3>2ки(1,1) = 0 (к = 0 , - , л - 1 ; Г  е  [0,Г]),
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д
где 0 < Г <+<*>,п -  натуральное число, % = — ; в работе для

дх
любых п, при некоторых условиях малости правой части и 
начальных данных, методом регуляризации доказано существо­
вание единственного глобального регулярного решения и((,х),  
такого, что

х)  € I .  ((О, Г); Ь2 (0,1)),9'"и, {(,х)  е  ((0, Т); Ь2 (0,1)),

2>2п-'и, (I , х) е  Ь2 ((0, Т) х ( 0 .1 ) ) , ( / ,  х) € Ь2 ((0, Т)  х (0,1)).
В 1984 году в работе [41] Беркалиева З.Б. рассмотрена сис­

тема уравнений

_ I  № | Л М )  _  1 + ш  т л +
<Эг &  йск &  бх 3̂

+ /(м (/, х), ц(1, х)) + р(х) = 0,

^  (В(х) *)> <Х7, х)) + д(х) = 0
01 ох ох

при 1>0 и 0<х<1 с нулевыми граничными условиями, причём 
и(1,х) е  К",и(( ,х )  е  Л'”; при некоторых условиях на коэффици­
енты и нелинейные члены системы, основными из которых 
являются симметричность и положительная определённость 
матриц А(х) и В(х), неотрицательность константы 8 , монотон­
ность отображения 8 , имеющего линейный рост, и существова­
ние функции Ляпунова, доказано существование аттрактора, 
имеющего достаточно регулярную структуру, к которому с 
ростом времени стремятся семейства решений, отвечающие 
ограниченным множествам начальных значений в функциональ­
ном пространстве.

В работах [42]-[43],[44]-[45] и [46]-[48] доказаны теоремы 
единственности, существования, существования и единственно­
сти и непрерывной зависимости (в определённом смысле) от 

и 9  соответственно обобщённого, почти всюду и класси­
ческого решений задачи (0.1)-(0.3). А в работах [49]-[52] доказа­
ны теоремы единственности (в целом), существования (как в 
малом, так и в целом) и существования и единственности почти
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всюду и классического решений задач (0.4), (0.2),(0.3) и 
(0.5),(0.2),(0.3). Все результаты работ [42]-[52] включены в 
диссертацию [53] Шарифова Т.А., защищённую в 1985 году.

В 1986 году в работе [54] Данг Дин Хай рассмотрена задача:

и„ (I, х) -  Ди(/, х) -  — (| (1,х)
/=1 С'Х1

(/,х)) +

+ / ( и ((, х), и: ((, х)) = 0 (0 < I < Т, х  е  О),

г/(0, х) = ср(х)(х е  О), и , (0, х) = ^ (х )(х  е  С1),

и(( ,х ) |г  = 0 (Г = [0,7"]хЗО),

где 0 < Т < +оо, О  -  п-мерная ограниченная область с границей 
дС2, А - оператор Лапласа, а >0 -  постоянная, / ,  <р, у/ -  заданные 
функции; доказано существование и единственность решения 
рассматриваемой задачи; кроме того, при а  = 0, / ( 0,0) = 0 
установлено экспоненциальное убывание и при / —» +со .

В 1987 году в работе [55] Сувейки И.В. доказана однознач­
ная разрешимость основных смешанных задач для уравнения 

ип (I, х) = г]Аи{ ((, х) + Аи(1, х) ((/, х) е  (0, Т)  х Г2),

где Т>0, О -  неограниченная область в Я"(п>  2) с границей дО. 

класса С х , представляющей собой компакт, и г) > 0 — постоян­
ная; в функциональных пространствах с конечным интегралом 
энергии найден первый член асимптотики обобщённых решений 
при г| ->  +0. Если же начальные данные финитны и бесконечно 
гладкие, то дана асимптотика при большом времени классиче­
ских решений и установлена стабилизация к нулю интеграла 
энергии.

В 1987 году в работе [56] Артюшина А.Н. доказана теорема 
существования обобщённого решения задачи:
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и„ ((, х ) ~  о (и х 0(, х ), иа (I, х)) =./'(/, х) ((/, х) е(0, Т )х  (0,1)),
дх

и(0, х) = <р(х)(0 < х < 1), и, (0, х) = у/(х) (0 < х < 1),

и(/,0) = и(/,1) = 0 ( 0 <1<Т).

Работы [57]-[61 ] посвящены изучению вопросов существо­
вания и единственности почти всюду и классического решений 
следующей многомерной смешанной задачи:

д 2и(1,х) д
д12 д(

Ь{и(1,х)) =

= Г{1, х, и((, х), и, (I, х), их ((, х), и1х ((, х), ихх (I ,х))

( /е [0 ,Г ] ,х € О Х  (0.9)
и(0, х) = ср{х)(х е  Г2), и , (0, х) = у/(х) (х е  О), (0.10)

г /( / ,х ) |г = 0  (Г = [0, Т] х дС1), (0.11)

где 0 < Т  < +оо, х = (х1,• • •,хи), О .-  п-мерная ограниченная об­
ласть с границей дС1,

Ц и ( ( , х ) ) = ^ ~  (а9( х ) ^ ^ - - ) - а ( х ) и ( * , х ) ,  (0.12)
/,7=1 0Х1 О* ]

причём в О
ац(х ) = ар (х ) ,а (х )>  0,

X  ач ^  а  • 2  ̂  = СОт{ > 0; ̂  е  (~°°’ ( °-13)1,7=1 /=1
-  заданные функции, а м (/,х )-и ск о м ая  функция, кроме

того,
К  =(Мч ,-",иХп),ихх =(ит ,---,иХ1Хп,---,иХпХ1,---,иХпХп). (0.14)

В работах [57] и [58] для любых размерностей п доказаны: 
теорема единственности в целом, теорема существования в малом



и теорема существования в целом решения почти всюду задачи 
(0.9)-(0.11).

А в работах [59] и [60] для классического решения задачи 
(0.9)-(0.11) получены следующие результаты:

1) для любых размерностей п доказана теорема единствен­
ности в целом;

2) для любых размерностей п доказана теорема существо­
вания в малом;

3) для размерности п = 1 доказана теорема существования в 
целом;

4) в случае Р  = Р(1,х ,и ,и , ,их) для размерностей п < 6 до­
казана теорема существования в целом;

5) в случае Р  = Р (( , х ,и )  для размерностей п < 10 доказана 
теорема существования в целом.

Все результаты работ [5 7]-[60] включены в диссертацию 
[62] Алиева С.Дж., защищённую в 1987 году.

В 1988 году в работе [63] Лаптева Г.И. изучено уравнение 
(I, х) = а((, х, и</, х), уих (I, х), м?а (I, х))ч?1хх (7, х)  +

+ Ь(1, х, м>{1, х), м, (I, х), ы1х (/, х)), 
которое, заменой = и приводится к виду

I 1
и((1,х) = а((,х, | и(т,х)с/т, ^их(т,х)с1т,их(1,х)) ихх(1,х) +

0 о
1

+ Ъ(1,х, | и(т,х)с1т,и(1,х),их(1,х)).
о

Для этого уравнения ставится начально-краевая задача и 
доказывается существование и единственность классического 
решения методами, основанными на применении принципа 
максимума для параболических уравнений. Уравнение содержит 
интегралы от неизвестной функции в своих коэффициентах, что 
составляет особенность задачи, так как эти интегралы определя­
ют нелокальные операторы.

В 1988 году в работе [64] Лаптева Г.И. в ограниченной об­
ласти О с~ К" изучено уравнение
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д г
и" = я7 2  а>1 * Ж ,* У & +О* /,у= 1

п

+ АXст.. ( к , (7,х))ихх  ̂(1,х) + / ( ( , х),
',7=1

которое переписывается в виде
п

и, 0 , *) = 2  ач (и* (*> ХЖ ,* У х) +
',У=1 

Г V"1
+ д  1 X  а ч ( г ’ х Ж ,* ,  ( г > х ) ^ г + - ) •

О ',7=1
К последнему уравнению применяются методы, основанные 

на принципе максимума для параболических уравнений, что 
приводит к условиям существования классического решения 
рассматриваемого уравнения.

В 1988 году в работе [65] Лин Ян Пинг рассмотрена задача:
д  я д " д

иЛ  х) —г -  Ч &  ХК  ^  х))~ Х т ~  Щ*> ХК  & х))=д 1 А  и  Д '(
Л

= — х,и(/,х),их(/,х)) в 
д(

и(0,х)=ср(х), и1(0,х) = у4.х) в О, 

и(1, х )=0 в (0,7) хйО,

где О < Т < +оо, О  -  ограниченная область в Г  с границей <30

У
<Лх)е№22(П), (/Хх)еД(О), а (/,х )еС 11(0-), аМ,х)=аМ,х),

класса С2, = (О, Г) х О,
О
г2/

им - 7Зсу

измеримы и ограничены в (2т,Р(1,х,р,с[)  непрерывна и удовле­
творяет условию Липшица по р  и д равномерно в 

х (-со,оо)''+|. С помощью аппроксимации доказана теорема
24
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ств0вания слабого (из 1У,'х2( 0 т) )  решения этой задачи, его 

хвенность и непрерывная зависимость от начальных данных
«правой части уравнения.

В 1988 году в работе [66] Лиу Яченг, Лиу Даоченг изучена

задача:
= в (0,оо)хП,

• м(0,х) = Ф ) ,  и,(0.х) = ,//(х) в О,

и(1,х) = 0 в (0 ,со)хаа,

где а  > 0 -  постоянная, П с й " ( «  = 1,2,3) -  ограниченная область
с границей дО. класса С2. Показано, что если ср{х),у/(х) <=

о
е \У1 (Г2) П ^ ( ^ )  и / ( ? / ) -ограниченная сверху функция класса 
С1, то существует единственное сильное глобальное решение 
этой задачи. Установлены также оценки этого решения.

В 1988 году в работе [67] Андраде Н.Г. рассмотрено 
уравнение

(/, х) -  (/7?0 + т 1 ■ ||У т/(г,х)|' с1х) Аи((,х)  + аи(( , .г) +
п

+ /ЗАиг((,х)  = / ( I , х ) (Г е  (0, Т) ,х  е  Г2)
с условиями

и(0,х) = и(Т,х),и1(0,х)=и1(Т,х) в С1,и(1,х) = 0 в (0, 7)хбО ,

где О < Т < +оо, О. а  К" -  ограниченная область с достаточно 
гладкой границей <ЭГ2,

(  л2
т0 > О, /и, > 0, а  > 0, а  * к 2 • , / ( / ,х )  е  С([0, Г]; /_2 (О)).

Доказано существование по крайней мере одного слабого реше­
ния и((,х)  этой задачи, обладающего свойствами

и ,М б 4 ,( ( (* Г ) ; ^ 2( П ) П ^ т
В 1988 году в работе [68] Кубашевского Владислава рас­

смотрена задача:



— (и,( ( ,х) -«** (/,х))=  (г1 е  (0, Т ) , х е (  а ,а ) \
д(

■ м(0, х)  = (р{х) ( - а  < х < а ) ,  и, (0, х)  -  ихх (0, х)  = у/{х) ( - а  < х  < а \  

и(( ,-а ) = //, (() (0 < I < Т), их ((, а) = И2(() (О < 1 < Т ),

с помощью функции Грина построено решение этой задачи и 
доказана его единственность.

В 1989 году в работе [69] Жамалова Р.С. рассмотрена зада­
ча:

ип(I,х) - и1хх( ( , х ) -  —  Р{их(1,х)) = 0 (0 < ( < Т , х > 0),
ох

< и(О, х) = <р(х) (х > 0), и1 (0, х) = у/{х) (х > 0), 

и' (/,0) ~ а и х (/,0) = 0 (0 < I < Т),

где 0 < Т < +со, а -  постоянная, Р,(р, у  -  заданные функции. При 
определённых условиях на функции Р, (р и ц/ доказано су­
ществование единственного решения и(1,х) этой задачи, для ко­
торого справедлива оценка

1“ М и ег) +\\и«х(‘,х)\\1Адт) <С-(|^(ДС)|№|(000) + 11̂ ) 11̂ (0,00))’

где ^ т = (0,Г ) х ( 0,оо), а С  > 0 - постоянная.
В 1990 году в работе [70] Тсуджиока Кунио рассмотрена за­

дача:
и11(1 ,х ) -2 /Зи1хх(1,х)-ссихх(1,х) = 0 ((>  0, 0 < х <  1),

■ м(0,х) = (р{х)(0 < х  < 1), 1/Д0,л:) = 1//{х)  (0 < д г < 1),

и(/,0) = 0 (I > 0), их (7,1) + киа  (/,1) = 0 (I > 0), 

где а ,  /3,к  - положительные постоянные; доказаны теоремы 
существования и единственности слабого решения этой задачи.

А теперь перейдем к краткому описанию содержания дан­
ной книги, которая состоит из введения и двух глав.



Во введении дается постановка задачи, изучению которой 
посвящена данная книга, подчеркивается цель данной книги и 
дается краткий обзор некоторых работ, непосредственно или в 
определённом смысле связанных с тематикой данной книги.

Глава I, состоящая из шести параграфов, посвящена изуче­
нию вопросов существования, единственности и непрерывной 
зависимости (в определённом смысле) от ф,ц/ и 9  обобщённого, 
почти всюду и классического решений задачи (0.1)-(0.3).

В §1 главы I введены некоторые банаховы пространства, 
нужные для исследования задачи (0.1)-(0.3), и в них установлен 
критерий компактности множеств; введены определения обоб­
щённого, почти всюду и классического решений задачи (0 .1)- 
(0.3); установлены некоторые вспомогательные факты; кроме 
того, приняты некоторые обозначения, используемые в дальней­
шем.

В §2 главы I доказаны теоремы о единственности обоб­
щённого, почти всюду и классического решений задачи (0 .1)- 
(0.3).

В §3 главы I с помощью комбинированного принципа 
М.А.Красносельского и принципа ненулевого вращения доказа­
ны различные теоремы существования обобщённого, почти всю­
ду и классического решений задачи (0.1)-(0.3).

В §4 главы I методом последовательных приближений до­
казаны теоремы существования и единственности обобщённого, 
почти всюду и классического решений задачи (0.1)-(0.3).

В §5 главы I, комбинированием метода последовательных 
приближений с принципом Шаудера, доказаны теоремы сущест­
вования обобщённого, почти всюду и классического решений 
задачи (0.1)-(0.3), не вытекающие из результатов §3 данной 
главы.

В последнем §6 главы I с помощью неравенства Беллмана 
доказаны теоремы о непрерывной зависимости (в определённом 
смысле) от <р,ц/  и 9  обобщённого, почти всюду и классического 
решений задачи (0.1)-(0.3).
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Глава II, состоящая из четырех параграфов, посвящена 
«учению  вопросов единственности и существования почти 
зсюду и классического решений задачи (0.4), (0.2), (0.3).

В §1 главы II доказана теорема о единственности почти 
5сюду и классического решений задачи (0.4), (0.2), (0.3).

В §2 главы II, комбинированием метода последовательных 
приближений с принципом Шаудера, доказаны теоремы сущест­
вования в малом почти всюду и классического решений задачи 
(0.4), (0.2), (0.3).

В §3 главы II, пользуясь результатами предыдущего пара- 
рафа, методами априорных оценок доказаны теоремы сущест­

вования в целом почти всюду и классического решений задачи
0.4), (0.2), (0.3).

В последнем §4 главы II методами априорных оценок до­
казаны теоремы существования в целом почти всюду и классиче­
ского решений задачи (0.5), (0.2), (0.3).

Следует отметить, что результаты главы II не следуют из 
абстрактных результатов главы I, а дополняют результаты главы
1, относящиеся к почти всюду и классического решениям задачи 
(ОЛ)-(О.З).

В заключение введения отметим, что в данной книге все ве­
личины вещественные, все функции действительнозначные, а 
интегралы всюду понимаются в смысле Лебега.
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ГЛАВА I

Исследование одномерной смешанной задачи для одного 
класса дифференциальных уравнений в частных 

производных третьего порядка с нелинейной 
операторной правой частью

Данная глава посвящена исследованию следующей одно­
мерной смешанной задачи:

ип (/, х) -  сси1хх (I, х)  = ЗГ(и(1, х)) (0 < ( < Т  0 < х < ( ) ,  (1.1)

- и(0,х)  = ср{х) (0 < х  < (), и1(0,х)  = ц/(х) ( 0 < х < ( ) ,  (1.2)

и(1,0) = и(1,{) = 0 (О <1<Т),  (1.3)

где 0 < Т  < +оо, 0 < I  < +сс-,а > 0 -  фиксированное число; ф ,\|/- 
заданные функции, 9  -  заданный, вообще говоря, нелинейный 
оператор, а и(1,х)~  искомая функция.

В данной главе введены понятия обобщённого, почти всюду 
и классического решений задачи (1.1)-(1.3); доказаны теоремы 
единственности обобщённого, почти всюду и классического ре­
шений задачи (1.1)-(1.3); с помощью принципов 
М.А.Красносельского (см.[71], стр. 1234), Ш аудера и ненулевого 
вращения (см, например, [72], стр.322) доказаны теоремы суще­
ствования обобщённого, почти всюду и классического решений 
задачи (1.1)-(1.3); с помощью метода последовательных при­
ближений доказаны теоремы существования и единственности 
обобщённого, почти всюду и классического решений задачи
(1.1)-(1.3); кроме того, с помощью неравенства Р.Беллмана (см, 
например, [73], стр. 188-189) доказаны теоремы о непрерывной 
зависимости (в определённом смысле) от начальных функций 
(р(х),у/(х)  и нелинейного оператора 9  обобщённого, почти всю­
ду и классического решений задачи (1.1)-(1.3).
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§1. Вспомогательные факты.

В этом параграфе с целью исследования задачи (1.1)-(1.3) 
«ведём серию банаховых пространств, примем определения 
>бобщённого, почти всюду и классического решений задачи 
!.1)-(1.3) и установим ряд новых вспомогательных фактов, ис- 

юльзуемых во всей книге.
1. Обозначим через В а̂ ’"’“'т совокупность всех функций

и(1,х) вида

и(1,х) = ^ и п( 1 ) й п ^ х ,  (1.4)
п=1

рассматриваемых на множестве [0, Г ]х  [о, ( \ ,  для которых все 

функции ил( / ) е С (,)([0,Г ]) и
1

д
< +оо ,

/=0 1и=1

где (, > 0 - целое число, а 1 > 0(/ = 0,^), 1 < Д  < 2(1 = 0,1) - фик­
сированные числа. В этом множестве операции сложения и ум­
ножения на числа (действительные) определим обычным обра­
зом; под нулевым элементом этого множества будем понимать 
функцию м(/,х)е=0 на [0,7’]х [0 ,/], а норму в этом множестве 
определим формулой

/(' ,х )1 т а . ,  ' (1,5)

Очевидно, что все эти пространства банаховы. Действи­
тельно, справедливость первых двух аксиом нормы очевидна, а 
справедливость третьей аксиомы нормы легко устанавливается с 
помощью сумматорного неравенства Минковского; следователь- 
Н0, является линейным нормированным пространством.
А его полноту докажем. Итак, пусть



- любая последовательность, фундаментальная в Тогда

для любого в > 0 существует такой номер кс, что

\\ик( 1 , х ) - и т({,х)\\ ао,~*, ~

. . . . О <1<Т1=0  ̂п=1

Следовательно, при любом фиксированном п(п = 1,2,—) : 

т а х |„ 2  (/) -  и® (0 | ^  ||» 3  ( ')  -  <  (0 ||с(|0 г]| < «

(1 = ( й ) У к , т > к е. (1.7)
А это означает, что при любом фиксированном п{п = 1,2, —) по­

следовательность \ипк ( /)} ;, фундаментальна и, следовательно, в 

силу полноты С (')([0,7’]), сходится в пространстве С (/)([0,Г]):

Цдд 0  С'НМ) >Цио(0 е С (°([0,Г]) при к - > о.. ( 1.8)

Далее, в силу (1.6), для любого фиксированного номера N  :
_1_

•™“ |“ й ( 0 - “ Л ( 0 | )  А } А V*»™ > к с . (1.9). _ I . О<1<Т1=0 I п=1

Пользуясь соотношением (1.8) и переходя к пределу при 
т -»  оо в (1.9), получаем:

_1_

•™“ К ? ( 0 - « й ( 0 | ) А } А ^  V * * * , .  (1.10)
/=0 I /7=1

Отсюда, в силу произвольности N  (или одно и тоже, пере­
ходя к пределу при N  —> оо), получаем:



< е  У к > к е. ( 1. 11)

Примем обозначение:

и0(1,х) = 2 ^ и п,о({)ып х.
п=1 %

( 1-12)

Так как и0(1,х) = \иа( 1 , х ) - и к ( ( ,х ) \+ ик (х)  и, в силу (1.11), 

и0 (/, х) -  иК (/, х)  е  В а̂ ’“[т , а также, ик (1,х) е  В “°Ц’“[Г, то полу­

чаем, что

Таким образом, в силу (1.11), для любого г > 0 существует 
такой номер ке, что

А это означает, что последовательность ик(1,х) сходится в 

В ар1""р'т к элементу и0({,х) е  5 “°'"’р 'т- Этим полнота и, следова­

тельно, банаховость пространств В^°""’̂ ' т доказана.

Отметим, что из введённой серии банаховых пространств 
Вр11 р'т мы в данной книге будем, по существу, пользоваться 

лишь пространствами

В дальнейшем для функций и(1 ,х )=^ип(1)$т—  х е В ^ '  "р)Т

часто будем пользоваться обозначениями:



Легко показать, что любой функции и(1,х) е  функ­

ция (̂о=ии.«

неотрицательна, неубывающая и непрерывна на [0,Т].

Далее, для функции и(1,х) = ^ ц я(?)51пП х  функцию
п=1 &

и (1)(п = 1,2, —) назовём её п -ой компонентой. Пусть 

. И с: В ара’"’р 'т - заданное непустое множество. Обозначим через 

Л  п(п = 1,2, - --) совокупность и-ы х компонент всех элементов 
множества М. Справедлива следующая

Теорема 1.1. Для компактности множества ,1  с  в

В Сро""р‘т необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следую­

щие два условия:
а) для каждого п(п -  1,2, —) множество . И п компактно в

с (0 ([о,г]>,
б) для любого 8 > 0 существует номер N с, один и тот же 

для всех и{1, х)  = ^  ип (/) 8т  ПЛ х е  М,  такой, что
л=1 ^

_1_

Е |  X  («“' ■ ш а х ^ ') (0 | ) А 1 А < ^ .  (1 .14 )
»=о [п=ыс ]

Доказательство. Необходимость. Пусть множество 
. К а  В Ср'" 'р 'т компактно в В 0̂""рг'т- Так как из соотношения

в 2;:2тэ I X , * ю й/'1/;,7->Е » » . о ( О * е (к -> « )
я=1 ^ и=1 ^

следует, что для каждого фиксированного п(п -  1,2, —) 

с" ^ 0’г  ̂ >ипо(0  при к - >  да,

П7Т
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го из компактности множества .К в р Г следует, чго для ка­

ж д о г о  фиксированного п(п = 1,2, —) множество ,Ип компактно 

в С (,’([о,г]). Следовательно, для множества .11 выполнено условие 
а) данной теоремы. Далее, пусть е > 0 -  любое заданное число. 
Гак как, по предположению, множество .К компактно в

$
5 “° ; ^ ,  то дом него существует в В ар̂  ’“'т конечная -  сеть:

ик (1,х) =  ( 1 ) 5 т Ш х(к  =  1,- • -,те ), ( 1,15)
/7=1 "

оо У 1Л

т.е. для каждого и((,х) = У^иг1(1)8\п— х е . Н  существует номер
п=\ Я

ки( \ < к и < т  ), такой, что
е

1
I II  ̂ 00 (  а1и ~ик II „од,, 1 И « • тах

Ра—Л  ,т /=0 I П = \ V О Я < Г
4^0  и(п\ и (о

8

Так как функции (1.15) принадлежат пространству 
’.'Хг и их число конечное, то, как видно из определения нормы 

(1.5), существует номер N Е, такой, что

Ё| 2 ( " " ж * К” (о|)А
1

, , < ~  {к = I , - - - , т (1 .17)/=о о</<г ] 2 ’ ’ ^  V ;

Тогда из (1.16) и (1.17) следует, что для каждого 
п п

и,\1) 81П
/7=1

?/(/,*) = ^ г /„ (0 5 1 п  —  х е Л :
л=1 (■

,  1  

- I  X  • т а х к ,)( 0 - < 1 и(0 |)Д } А
7=0 I п=N

+
с
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< 8 ,

т .е. для множества Л  выполнено условие б) данной теоремы. 
Таким образом, необходимость доказана.

Достаточность. Пусть для множества . Н а  В ^ ’"р ‘т выпол­

нены условия а )  и 6) данной теоремы. Для каждой функции
 ̂ п

и((,х)  = п(()81П —  х е . й  примем обозначение
и=1 ^

п л -

л=1 *•
причём, не нарушая общности, будем считать, что N  е > 2. Сово­

купность всех этих функций иЕ(1,х) обозначим через Л Е. Оче­

видно, что Л е а  В ар°’ "р(1т и, в силу предположения а), множество 

Ж е компактно в В^ 'р 'т-  По построению и в силу предположе-

\ / \ • П71
ния о), для каждой и(1,х) = У и „ ( ( ) в ш —  х е Л

п=\ Ч-

| и Ые || „о а/ , , . ,
*>-** “  я ^  0й'йГ1

Таким образом, множество Л е а  Вр0’''р'г образует для 

множества Л  а  В ар̂ "р ‘т компактную 8 -с е т ь . Тогда, в силу одно­

го из следствий известной теоремы Хаусдорфа о критерии ком­
пактности множеств в метрических пространствах, множество 
. И компактно в Вр°о""р‘т • Достаточность доказана.

Таким образом, теорема доказана полностью.
Из теоремы 1.1, в частности, следует, что все вложения

(I  > \ \ а 1 > 0 ,8 : > О, а ( -  е , > 0  (/ = 0 , 1 -1  ) , а ( > 0) 
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вполне непрерывны.
2. Введём следую щ ие определения:
Определение 1.1. Обобщённым решением задачи (1.1)-(1.3) 

назовём функцию и((,х:), принадлежащую пространству Я22;‘ г ,

принимающую начальные значения ( 1.2) в обычном смысле и 
удовлетворяющую интегральному тождеству

1 и, ((, х) ■ У, (I, х)  -  а и ш (I, х) ■ У, (/, х) + х))  • У(I, х) \ с к Л  -
о о

•с к.

-  а  |^ " (х )  • V (0, х)с!х + |^ ( х )  • У(0, х)с/х = 0 (118)
о о

для любых функций У((,х),  обладающих свойствами: У(Т ,х )  = 0
для почти всех хе[ 0 4 У(0 ,х) е  Ь2 (Я)т ),

\ (*>х)|| () е  1(0, Т), и интегральному тождеству
Т I
№  , (I, х) ■ У, (I, х) -  аи,х (I, х) ■ Ух (I, х)  +
о о

к.

х)) ■ У(I, х)} • + |^ ( х )  • V (0, х)с/х = 0 (1.19)
о

для любых функций У(1,х), обладающих свойствами: У(Т ,х )  = 0 
для почти всех х е  [0,(\У(?,0) = У(1,()  = 0 V ([0 , Т  ],

V  ( 0 , х )  е  Ь 2 ( 0  е ! 2 ( Э г ) и У , ( / , х ) е Ц 2 ) т) ,  где

2>г = [0,Г ]х [0,* ].

Замечание 1.1. Как видно из структуры пространства В]'\г , 

для любой функции и(1,х) е  Я 2;' т :

и(1, х) € С(3)т ), и, С(, х) € С(3)т ), их ( I ,  х) е  С(3>т ), 

иа (*>х) € С([0, Т \ Ь 2 (0, ̂ )), (/, х) € С([0, Т \ Ь 2 (0,1)).
Кроме того, очевидно, что Уи(1,х) е  В 

и(1,0) = и ((,.0  = 0 У /е [0 ,7 ’].

2,1 .
2,2,Г ’
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Поэтому обобщённое решение и(( ,х ) задачи (1.1)-(1.3) 
удовлетворяет не только начальным условиям ( 1.2 ), но и гранич­
ным условиям (1.3) в обычном смысле.

Определение 1.2. Решением почти всюду задачи (1.1)-(1.3) 
назовём функцию и(1,х),  непрерывную в замкнутой области 
%т = [0,г ]х [о , / ]  вместе с производными мД(,х), и х(1,х),и1х(1,х) 

и ихх((,х),  имеющую производные ип(1,х) и и1хх(1,х) принадле­

жащие пространству Ь2(3)т), удовлетворяющую уравнению ( 1.1) 
почти всюду в ®т и принимающую значения (1.2) и (1.3) в 
обычном смысле.

Определение 1.3. Классическим решением задачи (1.1)-
(1.3) назовём функцию и((,х),  непрерывную в замкнутой области
2)т вместе со своими производными и1(1,х),их(1,х) ,

и11((,х),иа(1 ,х) ,ихх((,х),иа1(1 ,х) и удовлетворяющую всем условиям
(1.1)-(1.3) в обычном смысле.

3 .Примем следующие обозначения:
Обозначим через пространство Ь2(3)г ) .

Обозначим через Е  г совокупность всех функций и(1,х),  

непрерывных в замкнутой области 2>т, имеющих производную 
их(1,х) е  Ь2{3)т) и удовлетворяющих условиям (1.3), с нормой

, = 1И ^ х)1с(ог) + 1К ^ х)112(ог)-

Обозначим через Е  2 совокупность всех функций и(( ,х ) ,  

непрерывных в замкнутой области Я)т вместе с производной 

и х(1,х), имеющих производную ихх(1,х)еЬ2(9)т) и удовлетворяю­
щих условиям (1.3), с нормой

! И И 1 ех2 = 1И /’х1 с№ ) + 1К (/ ’х)1с( ,г) Ч К М 1 мйг) •

Легко видеть, что все эти пространства банаховы.
Далее, обозначим через (7, класс всех функций и(1,х), для 

которых и(1,х), и , {1,х ) ,и х (Г,х), и1х (I,х), ихх (I, х)  е  С(3)т) ,и„ ((,х),



« * ,( /,* )  6 ^ ( 0 Г) И V/ е[0 ,7 ’] и(/,0) = «(/,^) =  0.
А через С, обозначим класс всех функций г/(?, х), для кото­

рых и(/,х),и,{1,х),их((,х),м„(*>х),ий(/,х),иж(/,х), и1хх(1,х) е  С ( ' / т ) и

У ^ е [0,Г ] |/(*,0) = и(/,*) = 0 .
4.0 чевидно, что каждое обобщённое (и тем более, почти 

всюду и классическое) решение задачи (1.1)-(1.3) имеет вид:

и((,х)  = ^ и п( 0 § т —-х , ( 1.20)
л-1 ^

2 * «л"
где ми(0  = — |м (^ х )§ т  —  хс1х- коэффициенты Фурье решения

и(( ,х)  по полной в Ь2 (0, I)  системе ^ вт— х
>п=\

Легко видеть, что после формального применения схемы 
метода Фурье нахождение функций ип({) сводится к решению
следующей счётной системы нелинейных интегральных уравне­
ний типа Вольтерра второго рода:

и„(0  = Ря + 2 2 а п  к

1 -  ехр
2 2 а п  л

а

1- е х р  

2 (I ~т

?  2 2 Ла п  л

V с У

21
-----2~~2а п  л о о

•в\п —  ̂ с/^т(п  = 1,оо;? € [О, Г]), (1.21)

где

2 1 п л  2 1
(рп = 7  1^(х) 8*п_7 " л:й&::’ У'п= 7  |^ ( х ) 8 т ~ х й 6 г .

Из системы (1.21) легко получить, что

' г \ (  а п 2л 2 Л 2 'г ги„ (() = е х р ------—— { у п + - | | ^ ' ( м ( г , 4:))ехр
V У ^ о о



<{$)=■
2 2ап п

-ехр(-
2 2 а п  тс

О'//,, - 7 п п  л  Л ^(м (г ,^ ))8т ^ ^ -
О о

•ехр ( / - г ) ^ г + 7  (]-21б)

В этой главе нам придется наряду с системой (1.21) иссле­
довать следующую систему, получаемую из системы ( 1.21) путём 
интегрирования по частям по ^ один раз в её правой части, при 
предположении, что ^(г/(г,<^)) е  Е , :

и„(0 = Я, 2 2 а п  л

1 -  ехр

2 2 а п  к  .
! ~ ехР(----- 7 ^ 0Г

ап2 л 1

2^2 I

а п  л  п п
Ц - Н Ф . 4 ) ) -

С08—  д а г ( «  = 1,2, •••;?е[0,г]).(1.22)

Из системы (1.22) легко получить, что:

м' ( 0  = ехр( -  а  "  /  - /)!//„ + —  Г ] > ( и ( г ,^ ) )  • 
 ̂ п л  -1 -1о о

•ехр
2 2 ап я

( 1 - Т ) С08^у-^/^б/г, (1.22а)

«:(о=- а п 1 л 1 , а п гл 2 . 2а п л ' г г д  / ,
ехР(------ —  0 ^ „ ----- ] ]— ^ (« (г ,^ ))-

Г 0 0 ^

ИЛ- „
• соз— с  -ехр

I  '

2 2 а п  л
(1 -Т ) <1&т + —  &(и(1,4)) ■

п л  * од

2 2 (  2 2 \п л  _ а п  л  а п  л
С08—  = ------- ^ е х р -------^  * Уп

V Г /

2 а п л ' г ' г д  ( ечч «я-
Л т т ^ И г . й ) - с о в —
о о ®#
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•ехр
а п 2 л 2 (1-т) Л&т + у  $)) • 51П ̂  Щ .  (1.22б)

Будем пользоваться ещё следующей системой, получаемой 
из системы ( 1.21) путём интегрирования по частям по 2, два раза 
в её правой части, при предположении 9(и(т,^ ))  е  Е 2 :

V
« Л 1) = <Р„ + 2 2а п  л

. . а п 2л 2 .
1 - е х р ( ------ --— /)

и 3 'А  д2
4 _4а п  л

1 -  ехр
2 2 

(2/7 П
( 1 - Т )

(1.23)

Из системы (1.23) легко получить, что:
212 2, ,  ч ,  ОГЯ 7Г ч

и„ (0  = ехр(------ --— /)^ „ 2 2 
П  Л

<> д2
/ Ь т Г ^ О Ф ^ - е х р  
о о

2 2 а п  л
( 1 - Т ) 31П —-  ̂ с/^с/т,( 1,23а)

„ а п 2л 2 а п 2л 2 2а ' г г д 2 ( . .ч
" ■ ( О  = ---------- ^ е х Р ( -----------— ' К  + ~  $ ( и( г , { ) ) ) ■

о о

• ехр
а п 2 л 2

( 1 - Т)

. п л  „ ,_ а п 2л 2
■81П — = ---------- —

. п л
Я1П

ехр -
1

п л  • д%2

а п 2л 2 ^ 2а



, г д 2
Г 1т 7Т^(и (т’^) )  ехР
о д ^

2 2а п  7Г
( 1 - Т )

п п
81П---- сасат +

I

(1-23в)

Исходя из определения обобщённого решения задачи (1.1)-
(1.3), доказывается следующая

Лемма 1.1. Если и(1,х) является обобщённым решением
задачи (1.1)-(1.3) и &(и(1,х)) е  Ь(2>т), то функции

п(() = ^  |м (/,д г )8 т^ х й 6 с , т.е. коэффициенты Фурье функции

и(( ,х)  по системе «{зт—  , удовлетворяют на [О, Г] счётной

системе (1.21).
Доказательство. Так как функция г/(?,х) является обоб­

щённым решением задачи (1Л)-(1.3), то, в частности, она удовле­
творяет интегральному тождеству (1.18) для любой функции 
У((,х)  вида

'2
У(1,х) = -(I -  г ) з т  —— х  при 0 < I < т, х  е  [0,^],

О при т < I < Г, х  е  [0, ( \  ,

где п = 1, оо; те  [О, Т \
Подставив эту функцию У((,х)  в тождество (1.18), получа­

ем, что для любых (п = 1,со) и те  [О, Г]:

т Г 1 1 е
И и'п (0  -  а  \ и хх(1 ,х )~& 'т ^-хск  + (1-т) ^ ( и ( ( , х ) )  ■

А I л -С -С Л

2 . п п. п п  , | , г . 2  . п п  ,
81п — хах >а( + ат \(р (х )—81П— хах

С У  с с

А1



■^у/(х)^5Ш^-ХсЬс = 0 .

Из последнего тождества, пользуясь соотношениями

V „ ч2 . пл  . ,пл.  2 г / ч 2 .ил-  , (ия-у ..
] Ми (/ ,х ) -7 81П—  ХС&= - ( — ) ]м (/ ,Х ) --81П— ХЙ&С=-| —  «„(/),

2 . пл

|^ "(х )  ̂  81П —  хек = - V"' ^ ( х ) - в т ^ - х с к  = у п,

# п(и',1) = — |.^(г/(/,х))81П— х^х,

получаем:

]К (0 + « г пл^~
(0  + (* -  Г).^л (м; 1) ^ (Рп-*-У/ п = 0-

Дифференцируя последнее тождество по т два раза, получаем:
\2

ПЛСТ ;
с „_ \ 2 п лI / \ пл  . г « л  л

(г) + «  —  ми( г ) -  ^ „ ( н ^ Л - а  —  <р„ - у / п =0,
\  *■ /
/  л2«Л-

Таким образом, для определения функций и„(г) получаем
счётную систему нелинейных интегро-дифференциальных урав­
нений второго порядка

и '(г )  + а

почти для всех г е [0, Т ] ,  с начальными условиями 
г/„(0) = (рп, и'п(0) -  ц/п\ а эта последняя задача Коши очевидно, 
что эквивалентна системе (1.21).

Совершенно аналогично лемме 1.1, легко доказывается сле­
дующая
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Лемма 1.2. Если и(1,х) является решением почти всюду (и 
тем более, классическим решением) задачи (1.1)-(1.3), то функ­
ции

удовлетворяют на [0,Т] счётной системе (1.21).
5. В дальнейшем часто будем пользоваться следующими 

обозначениями:

21
2 2 

„=1 6М  Л о о

-0-г)

. п л
81П ------ X, (1 .24)

*— 4 Г /п  77- *~  ап ' л } о о

-(/-г) ПЛ
соз---- сасат ■

. п л
• 81П------X, (1.25)

& 2(и(1,х))  = ^ ■21
4 4„=1 ап л О о

-(/-г)

I

. п л
81П ------X.

I
(1.26)

§2. Исследование единственности решений 
задачи(1.1)-(1.3).

В этом параграфе устанавливаются теоремы единственно­
сти обобщённого, почти всюду и классического решений задачи 
(1-1)-(1 -3).

Теорема 1.2. Пусть
1. Для каждого и(1,х) е  В \ Х1Т х ))е  Ь2(3)т ).
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. Для лю бых и{(,х), у(1,х)&В1'\ т и \ / /е [0 ,Г ] :

| |^ ( м ( / ,х ) ) - ^ (у ( / ,х ) ) | |^ (0<) < а Хиу{ 1 ) \ и - у \ в^  +

+ « 2 , ^ ( 0 | |« - Н |^  + « з , ^ ( # - Н | в2( + а 4иу(1)\\и-у\\в2 ^  +

+ « 5 ,^ ( 0 |« - Н |в2,,/  (1.27)

де для каждого (0 е  [О, Т ) существует такое 8  ( /„  )  

О< 5(10) < Т - 1 й) , что

{*-*оУ2а 1,иЛ(\  ( ' - 'о  К  „.у ( 4  {( - {о)'2аХиЛ1\

( ( - 1 0)'га , иу{1), а 5ну (О е 1 2(/0,/0 + <% ))•
Тогда задача (1.1)-(1.3) не может иметь более одного обоб- 

(ённого решения.
Доказательство. Предположим противное, т.е. пусть задача 

1.1)-(1.3) имеет по крайней мере два различных обобщённых 
ешения

и(1,х) =  ] Г н й (/)!Ш 1 ^ . х  и у ( ( , х )  =  ^ 5 „ ( / ) § т ^ х
п-1 п=1 ^

По определению обобщённого решения задачи (1.1)-(1.3) 
((,х),  у(1,х ) е  В \ \  т- В силу леммы 1.1 каждая из последователь-

остей К  ('))*=, и { а д } Г =  =1 удовлетворяет на [О, Т] системе (1.21). 
[римем следующее обозначение:

/0 = т а х ^  : I е  [0 ,г} |м  -  у |В2.,̂  = о).

(о предположению 0 < (0 < Т, ибо в случае (0 = Т получили бы

1 ~ У «22 2 г = Т'е ' и = У’ что пРотивоРечило бы предположению,

о определению числа (0 ||м -у || ,, = 0 . Отсюда, в силу струк-
2,2,/ц

/ры пространства В \ \ т, следует, что V/е[0,^0] г/—V ,, =0 и, еле- 

эвательно, V/ е  [о, /() ]:



Тогда из (1.27) видно,что V / е  [0 ,/0] ||^'(ы(Г, лг))- 

= 9 ( у((,х ))||Мо0 = 0, т.е. при любом фиксированном / е [ 0 , / 0]

для почти всех л;е[0,^] :7(и(1,х)) = ./(у (? ,х )) . Учитывая это, из 
системы (1.21) получаем, что \/«(и = 1,оо) и V/ е  к .  Г]:

2 1(1
2 4 4а  П 71

./(г /(г,^))- &{у{т,^ ) ) } > т Лт
Iп Ю

т - е х р
ап1 к 2

с/т<
а  п 71

-  &(у(т,<$))]■ [• с1т-1
(  2 2 Л 2ап 71

( 1 - т ) 2с1т =

(и-к (О-Л (01)2 *
• 81П

,^ ))-^ (у (г ,^ ))]-

П7Т „ , ГСШ Л- / \  , .
—  Щ  с! т - \ — ^ ( ! - т ) Л с1 т --

ал~

(«2 • к ( / ) - 5 я(/) |)" <
аГл-4

/
|1 с!т = 4^2( / - / 0)

а 2л 4

,^))-./{у(т,^))\- 81П— С/Г- 

г,^))-./(у (г,^))]-81П ^ ^ / Л  с/г,(1.30)
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‘ Г'
< ( 0 - ^ ( 0  Г -  Т Т Л  [ И « ( г , # ) ) - ^ ( г , ^ ) ) ] - 8 т  —  # / Д  с/г>

V 0

<

{ехр
2 а п 2 л 2

{1-т) <3т < 4 ( / - / 0)'г

*о Ю
'.Н «(Т,€)У

(1.31)

«•|ч!М -^я й  ) 2 }{ <к. ( 1.32)
а я 'С1о I  \

По определению числа (0 для любых п {п = 1,2,—) и 

^ е [ /0,Г ] ип(() = Зп(1) и и'п(() = 9 'п(/). Учитывая это, из нера­

венства (1.28) получаем, что V/ е  |/0,7’]:

\\и ~ 4 я», =Х(тахК(г)-5„(г)|)2 < • |Х(|И^^))-

-  ^ (у (г , #))]81П у -  с1т = • | ( /  -  /° )3 1 |[./(г/(г, ̂ )) -
/л 0

'о

* 1 ^ И И г . 0 ) - у ( * , 0 й (Рг,. (1.33)

Аналогично, из неравенств (1.29)-(1.32) соответственно по­

лучаем, что VI е [(0,Т \ .
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-^•©гМ'М.и)'
#-(уМ ) )  II 12(0,Ос/г <

2 а п г 2(®Т) ' (1.34)

« 'И в ! ,
= V  (и2 - тах |г /„ (г ) -  5,, (г

^  \  0<т<1'
и=1

<
а : л-4

г <
2 (* -* 0) ЙЬ

л=1

- й> с. «о * 4 ̂  и * . *» - гии. ■<] -зб)
= ^ ( п  т а х |« ; ( г ) - 5,’, (г )  |) ! < — | | Г ( и ( г , ^ ) )  -к -у<°2,* * 0<Г</

и=1

2̂ (̂ Г ) (1.37)

Из неравенств (1.35)-( 1.37) V /е  [О, Т] имеем:

У11в22:», =(1м Ч Ц ,  + 1к - уА ° / - Ч и -Л~в], +

+ <2 213(( - 1 0) 'гц,-

« 27Г4
| | / ( М(г ,^ ))  -  ^ ( у(г ,^ )4 2(0/) с/г +

+ -
I



*  Х и  <1.38,

I" -  Ч1»|.1, =  <1" -  И!»; , + 1к - " . ! » ; , ) ! 2  2<1" -  < ■ „ + 1к -  V, I’ , ) 3

1 [ |у (и (г ,й ) -^ (у (г ,# ) ) | |^ а д *  =<2 2П ' - ' о )  +
2  4  2а п  а п

<
2^[2^2 (1 -1Л  + а п г 1'гц , „ ■■ г

= ---------- ------------------ /II\*{и(т,4)) - ^ М т , ^ ) ) 1 2(0 ^ т
'о

-   ̂Л ^ (м(г^ )} ■ •/ ( у ( г ^ ))11(о,о^г -
*0

^ 2 ((2 (2Т + а п 2) ,  , ч , ч||2^ -2И")-^)|„0г)- (1-39)
Д л я  л ю б о г о  ^  ( 0  <  ^  <  ( 5 ( / 0 ) )  п р и м е м  о б о з н а ч е н и я :

5 1 ф  Ь  -  ( 0 )  '  • ||и -  у||20 Ы  А и  <  + 0 0 ,  ( 1 . 4 0 )
1е(10,10+6) *•'

§ и р  | / - ? о ) " 2 - Ц » .  } =  ^ 2,5  < + С О > С 1 -4 1 )-(/ * "'"'У)

-  'о Г  • ||и -  Ч1я| }=  А з.<* < +°°’ <1 -42)
I I I
V  —  ) ” ' *IIм —  "И1в2.о } = А 4й. < + 0 0 ,  ( 1 . 4 3 )) 4 11 2,2,1 ' ’

ШР ,{|М-У|̂ ' ЬА5,̂ <+«• (!'44)0,/0+̂ ) ’ ’*
П о л ь з у я с ь  о б о з н а ч е н и я м и  ( 1 , 4 0 ) - (  1 . 4 4 )  и  н е р а в е н с т в о м

( 1 . 2 7 ) ,  и з  о ц е н к и  ( 1 . 3 3 )  п о л у ч а е м ,  ч т о  п р и  л ю б о м  8 ( 0 < 8 <  8 { 1 0 ) )  

У 1е(10,10 + 5 ) \

/е(/0 ,/„+<?)

8ир
'е(г0 ,/„+<?)

§ир
Гб(Г0,/0+<?)

8ир
1̂ 0о



10
с  —
'  Ч

- (ог 1 к - ^ ' 5 / и " <г' д;))^ <''<г’''г))1‘=м ' / ^  

^ . . . м М к  + а ’- .- (г>1М 1»ь  +<О г * Н
|2

в2 +

+ ^4 ,м.2 ,0.(г)||г. -  + < ^ ( Ф - У1 к  >/г

10

3̂
|{ (г -  /„ Уа1,Лт) • [(г -  /0 ) ■ ■ ||и -  VII;. ]+
го

+ (т-1оУа1 и , ( ^ 1 Т - 1о) 2 •||М- УИ к ]+ (Г _ ? 0 )2 

■ [(г -  О  ' ■ IIм ~ У11 В2\  ]+ (Т ~ 1° У а 4,и,у(Г)[(Г ~ 10 ) • IIм -  у||в|.0 

+ * и ,  (О  • IIм -  ИГ*-, V*- * 37  ЯА • (г -  'о )3 <-•* ^  +
10

+  А  2,8 ' ( Г — ^0 )  а 2,и,м ( г )  +  А  3,<5 ' ( Г “  *0 ) я 3,и,у ( Г )  +

+  А М  - ( ^  - ' о К . ^ ( 0 +  А 5,* - 0 52 „ у ( г )  ] с / г  <  ^ ( А 1,0 +  ” • +  А 5„>-)- 

*0

+ О -  <0 )а24,и,у (О  + а 2, и,у (г)}/г. (1 -45)
Если обозначить ^ ( 8 )  = ^ / 18 + --- + .*/56 и

Н(«У) = |  [(г-^о )3 ■а^1У(т) + (т - { 0)2 -а22иЛт) +

+ (г - ?о) • а ^ шУ(т) + (г -  10) • < м,Дг) + < м,у(г) >/г, 
то получим, что при любом <5(0 < 8  < 8(10)) V/ е  (?0,/0 + с>):

( г - г 0 )-3 .Цм - у | | 2 < 1 °  ^ ( г > ) Н ( п  (1 .46)мв21,
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Так как в неравенстве (1.46) правая часть от / не зависит 
левая часть в интервале (10,10 + 8)  ограничена. Тогда, п о л ь з у ^  
обозначением (1.40), из (1.46) получаем:

А,,а < Н ^ ) . Н (#) .  0 4 ? )

Аналогично, из оценок (1.34), (1.35), (1.38) и (1.39) получа 
ем, что V8  (0 < ^  < с>(/0) ) :

а.48)
20(̂4+аУ) Шъ

*/(8)Щ8),  «*/5<у < - - л / ( 8 ) Н ( 8 ) . (1 .49)
г /  г г  '

* ^ 4  8  2 4 п '  х ^   ̂и 2. 4а  я  к а  я
Складывая неравенства (1.47)-(1.49), получаем:

5(28бГл-4 + 15шг2^2 + 6 0 ^ 4)
^ ) < - ------------  2 4 ---------------,- - ^ { 8 ) Щ 8 ) .  (1.50)

о а  я  I
Если число 8  = 8*(0 < 8* < 8((0) < Т  - 1 0) выбрать и фикси­

ровать так, чтобы выполнялось неравенство
5(28<22л"4 + \ 5 а я 212 + 60^4) , ,

,  2 4 л Н ( Я  ) < 1
6 а  я  I

(это возможно по теореме Лебега об абсолютной непрерывности 
интеграла Лебега), то из неравенства (1.50) получим:

Л(5*)  = Л х8. +--- + ̂ 53. = 0 .

Следовательно,

^1,8- = " ' = '«* 5 ,*• = 0 .

В частности из сё 8, = 0 следует, что

и  ~  V 2,1 =  0 .
2,2,/0+<Г*

А это, в силу положительности числа 5% противоречит опреде­
лению числа (о. Полученное противоречие доказывает теорему.

Из доказанной теоремы вытекает следующее 
Следствие 1.1. Пусть оператор 9  порождён функцией ви­

да Р’(1,х,и,ип их,и1х,ихх),  т.е.



^ и { 1 ,х ) )= Н и х’и(<,х )’и,(1’х )’иЛ 1’х)’и,Л(’х1 и*Л1’х) ) >

прйчём: функция Р(( ,х ,и„-- - ,и5) определена в области

( оо оо)5 и в этой же области удовлетворяет условиям Кара-
®т ’ и з м е р и м а  по (1,х) в (/>т = [0 ,г ]х [о ,/]  для всех фик- 
теоДОри> •

ванны х « ,, — . “ 5 е ( - ° ° ,о о ) и н еп р ер ы вн а по (м, ,м2,---,ы5) в

(-оо оо) 5 Для почти всех (^’х ) 6  ■
2 Для каждого /? > 0 в области г/ г х [-  /г,/?]3 х (-оо,оо): :

5

|^(Г, х , Щ , ■■■, И5 ) -  X, V,, • • •, у5 )| < ^  Ь1К (()\ы, -  V,-1,
1 1=1

где для каждого /0 е  [О, Т)  существует такое число <Уя (/0)(0 < 

< 8 М < Т - * о), что

(  ̂— ^о) ■ ^1,я (0» (  ̂— 0̂ ) ’ ^2,Я (0> — 0̂ )^3,Я (0>

^ 4,Я )> _  ^о)// >̂5,К ( 0  ^  ^2  ( ' о  > 0̂ ^  Я (*0 ) ) •  ( 1 - 5 1 )

3. Для каждого /? > 0 в области й>г х [- /?, /?]' х ( -  со,оо)~

| Д / , х,их,• • • ,и5)| < а к(I,х) + (/)(|м41 + |м51),

где

ак( 1 , х ) е Ь 2( Ут), Ьк( 1 ) е Ь 2(0,Т).
Тогда задача (1.1)-(1.3) не может иметь более одного 

обобщённого решения.
Для доказательства следствия достаточно проверить вы­

полнение всех условий теоремы 1.2. На самом деле 
У и ( 1 , х ) е В Ц т :

Т  (.

Ч И ^ , * ) ) | | ^ ( 0 г )  =  Л ^ 2 ( ? , х , м (  { ,х ) ,и , ( { ,х ) ,и х(1,х), 
о о

В » - .  ■ Г I

и*У>х),иа (/,х ))<Ы1  < |Д а я (/,дс) + Ая (0 (|ий (/,х)| +
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+ \и (/, х )|)]2 (ЛхЖ < 3 1 | а 2 (Г, х)ЛхЖ  + 3 1 2 (1 ) (К  (Л х )
О о

т
+и1х((,х))с1хс/(<3 ||ал(/,д0 |^(рг) + 3 1/?2(0

+

с я-2 ®
2 '7 г Е К ( 0 ) 2 +
^ ^ л=1

+- (" Ч Ю )2 ^ < 3 | |а я( / , х ^ (Ог)+ 3 ^ 2(0
<• и=1 п

7Г
+

+ ^ т И ^ , г

2И 11 "^.г о \_^
ЪЛ2(Л2 + ^ 2)и, , ,|2

+ ^ 3  1 М » |м „,п -Ц»)

где

т а х { И 1’4 \ с (Ят)’ 1К('»*)|1с(ад’к & *)|С(аг) } < ^  < +*>• 
Следовательно, условие 1 теоремы 1.2 выполнено.
2. Очевидно, чтго V и(1,х), у(7,х) е  Я222Г и I е  [0,Г]:

|^(и(/, х ))-./(у (/, х ) |^ (0 () = \Р(1, х, и(1, х),и, (I, х),их (г, х),

и,х (*> Х)’их х х ) ) - Р(1, х, \{1, х), V, (I, х), у( (I, х),у„(I, х),

У- ^ Х̂ к(0/) * М 0 И '> * ) - * М м ад +

+ Ъ2 (0|К  (/, *) -  V, (/, х)|| ̂  (оЛ + (0 |К  (*> *) -

+^5,Я (0 - К м - ^ М ) |  < -  ( 0 |М Ь ,+



С л е д о в а т е л ь н о ,  условие 2 теоремы 1.2 выполнено.
Таким образом, выполнены все условия теоремы 1.2. Тогда 

из у т в е р ж д е н и я  теоремы 1.2  вытекает, что задача ( 1 .1 ) - ( 1 .3 )  не 
м о ж е т  иметь более одного обобщённого решения. Этим следст­
вие доказано.

Совершенно аналогично теореме 1.2, легко доказывается 
следующая

Теорема 1.3. Пусть 
1. / = 1,2.
2.\/и(1,х), у(1,х) е  Г\С1 и / е [ 0 , г ]  выполнено условие

(1 .2 7 ) , где классы С1 определены в пункте 3 § 1 , а функции

а],и,Л0  (у  = 1,5) удовлетворяют тем же условиям, что и в усло­
вии 2 теоремы 1.2.

Тогда задача (1.1)-(1.3) не может иметь: более одного ре­
шения почти всюду при / = 1 и более одного классического ре­
шения при 1 = 2.

§3. Исследование существования решений 
задачи (1.1)-(1.3).

В этом параграфе, с помощью принципов М.А.Красно- 
^ ЛЬ>СК° ГО (см-[71], стр. 1234) и ненулевого вращения (см. [72], 
^ТР' 22), доказаны следующие теоремы существования обобщён- 

° ’ Почти всюду и классического решений задачи (1.1)-(1.3).

Теорема 1.4. Пусть
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1. / = 0,1,2.
2. а) ср{х) е  С (1+,)[ 0 ,4  <р(2+п(х)  е  ^ { 0 ,1 )  и (р(2]\ 0) =

= <р(2])(/) = 0, где]=0 при/=0; ]=0,1 п р и /=1,2;

б) у/{х) 6 С 0) [ 0 ,4  у/(М) (х) е  1 2 (ОЛ ) и у/(2Л (0) =

= 1/ / (2]) (V) = О, где]= 0 при /=0,1; ]=0,1 при 1=2.

3. 9  - 9 Х + & 2 ’ причём:
а) оператор действует из шара 1+( < Я в Е

VI \\В2 т ) х> НС'

прерывно, где пространства Е , (/ = 0,1,2) определены в пункте 3

§1, Я > |^ ( ^ х ) | |в^ ,  а функция №((,х) определена соотношени­

ем

/7=1

<рп +
а п 2 я 2

( 1 - е  )>//п
. п л

81П —  х; (1.52)

б) оператор &2 действует из шара ^  в Е\ и в

этом шаре удовлетворяет условию Липшица:

-  Ч‘\\и ~ у 1я2+м+' ,(1 -53)II "°2 ,2 ,Т
-^— & 2( и ( 1 , х ) ) - - ^ — : / 2( у ( ( ,х ) )  
дх дх

где

\ л )

4 ' 1К('^)11«Й «

'  ( 4 Ш  + п4а1.
------------- 2------ <7/ = Я0,, <а л '

Г - 1
чп  >

' 1л1 2 П  + л у [ а 1
а л

• зир •
к(2п

д ‘
д х 1

.? (и (1 ,х ) ) < Я. (1.54)

Тогда з а д а ч а  (1.1)-(1.3) имеет: при / = 0 обобщённое ре­
шение, при / = 1 решение почти всюду, а  при / = 2 к л а с - с и ч е с к о е  

решение.
Д оказательство . Из условия 2 данной теоремы следует,
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ЧТО
В2+2Т+'’ И̂ ° ^ ( » 2+> „ )2 <+оо и Х (« '+У и)2 <+оо . В шаре

' ' п= 1 Л=1

00 ^

/II II <  Я I р а с с м о т р и м  о п е р а т о р ы  0 |(. и 0 , , . ,  о п р е д е л ё н н ы е  

слелук,шим Образом:

----Г ./, (м)
ах ' дх

,(1.55)
2 ,,,(м) = г +  'Л

ч " '

где операторы ^ ,0 0  (/ = 0,1,2) определены соотношениями

(1 24)-(1 -26). Для любых и,у е  Ж {2 будем оценивать следующие

нормы:
Ои (и) + О г М )  в к у  ’ & Л и ) ~ & Д у) в--Г И

Очевидно, что

б.,, («) + & ,/(« )„  2*,.ы = +

д ‘— -^,(г/(Г ,х)) 
дх

_сУ_
дх'

<

У1. _е;
бх

х))
_сГ
ах'

г ^ 2(ы(/,х))

I ох
(1 .5 6 )

Теперь оценим второе слагаемое в правой части неравенства

(1.56). Для любых п (п = 1,оо), /е[Ц7] и и е  Ж 2] имеем:
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I

н
2а  п2 я 2

(1-т) \с/т =
4 пЧ2„2 Г а2

я

2 а гГ я 2
1 -е х п  - < 2С4 ' } (  а2

а п

с/т.

4 т] д2

О 10

ЕК
Из этих оценок следует, что..

I I

л=1

■ шах
0 <1<Т

21
а п 1 я 2 о о

/  2 2 \  , ап л  .
1 -е х Р ------75— (/ - г )

<т-
4 г т\ (

а 2я Л
=

4^2Г г

аГ;г4 О и=1 |_0
с/т =

4 г Т  
~ а 2 я 4 ' 2

х ! "

27Г
( 1 . 5 7 )

п=1

шах
0<1<Т

212 I I

а »  *
. / ( " ( г ,й ) 1 _ е х Р

^ 2 2 а п  я
(1-т)

п п  г ,• С08----Щщт
4 ао Т Г (

У -I 
-|2

л=1 о
с/г =

а 2я 6
/ И  \ Т^ ( и ( т ^ ) У
О я=1

>с/т <

< 44 Т I Т I

« V  2
21 Т
а 2 я ь

\— ./(и(Г,х))
их

, (1.58;



1

•С 1и * - т а х
1 Л П о**г

ехЙ
(  (ХП1 Л 1 (1-т)

* ? < *

± Т - ~ г П  Ь ^ И г . ^ П у ^
ОС Л  И  о _о Ь

\с1т <

а 1 Г  оЧ"='Ю д%
4П  * 7 ( 1 ^ ? ( и ( т , & )  1 ^ т - ^ Н г - П ^
" 2Т* 2 ■и  е><Г а  л  ^ о о I ^

« V  йх2 2̂ (*г)

I я -л=1
шах0<1<Г

ал-

_  Л ^(и(г,^))ехр  
^00

И С * , , -

а п 2 л 2
( ( - г)

Л” (-1 ^ 1  81П— аг^/г
*

I » ’
п=1

тах
0<1<Т

I I
----  [ [— ^ ( М(Г^ ) ) ‘еХР« л  Ц д $

а п 2 л 2
( 1 - Т )

п п  . л - .•С08---- & & Т
0̂  Я 

< -------- - —  &(и(1,х))
а ■ л4 IIЗх Ид2(0г)

• шах
О <1<Т

21 'Л  д 2
г ^ ( и ( г . О ) - ехР

а п 2 л 2 (1 -т )

< 1 ь д 2
6

а п | Э х 2
: / ( и ( 1 , х ) ) \ \

11Ы®г)

Следовательно,

(1 .5 9 )

(1.60)

(1 .6 1 )

( 1 .6 2 )
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г
л

Г п V

удх, у „2+„ы Уж)
Х °2,2,Т

1 ( ^ Ш + п ^ а ?
С17Г

— -./(г/(Г ,х))
'дх

Аг('Л-)
• (1.ДО

Таким образом, для любых и ,у е  .Ж̂ 0 имеем:

»2+/,1+/
*2,2,Т дх

<

<
/

И  » а г + 9;
V

д[
дх

~.Т(и(1,х))
В2+/,1+/

2.2 ,Т

IV +
г>2+/,1+|
2,2,Г

I V  е у [ ш + 7 Г у /а ё  
\ л ) а п '

д '
дх

7 &(и(1,х)) < Ж +

1 2 ( О г )
о  2 + /, 1+/

2,2, Г

+
С о Л' 1л[2ГГ + 7Гу1аё

а л
• кир

д ‘
дх

т& (и(1,х))
/2 (Ру )

< Л , (1.64)

>2+1,1+»
2,2,Г

3'
Зг' дх1

\3’: —  & х(и (1 ,х ))~ — & х(у{1,х)) 
дх дх

<

< Г О
' Ы 2 1 Т  + л-Л\ а  1 д ‘

а п 2 дх1

р2+/,1+/ 
2,2,Г

Зле'
(1.65)

<

3'■
- т — ̂ 2(Ч ',* ) )дх 1̂2 )

"1 "  
уП ; 

(

и

' + тгу/аё
а п '

д ‘
дх

- .У  2 (и (1,х))

1 \  1 л / Ш  + пу[а1  и ,,
- I -------- — 1-----------ч > Ь - Л ^ га п  1Л-Т



Так как •Л'<2') |Н |В2«,,+, ^  /?)<= •Л'1')|Н |й1+/,г ^  я )  то из (1.65), в

силу условия За данной теоремы, следует, что операторы ()1; пе­

реводят всякую последовательность, составленную из элементов 
и сходящуюся по метрике пространства В\*, в последова­

тельность, сходящуюся по метрике пространства В ^ ’т*' ■ В силу 

теоремы 1.1 шар •^ 2)|Н |в2+,м«- -  Я ] пространства В\’̂ +' вкладыва­

ется в шар < я |  пространства В^'т вполне непрерыв­

но.
Следовательно, операторы (2^ действуют из шара Л (2 

пространства В ] ^ '  в В ^ т '  вполне непрерывно. Далее, так как

(* Л ‘ I И Т  + п  аЛ
, = ^ 0̂  < 1, то из (1.66) видно, что операторы

\ п  )  а п '
^ 2̂  удовлетворяют в шаре условию Липшица с коэффици­

ентом Липшица, меньшем единицы. А из (1.64) видно, что опера­
торы 0,Х[+0,21 преобразуют шар в себя. Таким образом, в 

силу комбинированного принципа М.А.Красносельского, опера­
торы 0 и + 0 2 / = б , имеют в шаре Л (2 по крайней мере одну не-

, . ^  . . .  ил-
по движную точку и(1,х) = 2 ^ ип(1) 8 т  —  *, которая, как покажем

л=1 ^
ниже, является: при / = 0 обобщённым решением, при / = 1 ре­
шением почти всюду, а при / = 2 классическим решением задачи
(1.1)-(1-3):

1. П усть /=0. Тогда очевидно, что коэффициенты Фурье 
м„(0  (« = 1,2,...) функции и((,х)  удовлетворяют системе (1.21). 

Тогда, очевидно, что
00 Т17Т °° 7171

2/(0, х) = X ип (0)8Ш— * = ^<ри зш — х = ф )  \/х е  [0 ,4
/7=1 ^  п=\
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т.е. оба начальных условия (1.2) удовлетворяются в обычном 
классическом смысле. Далее, покажем, что для любых у(/,*)
фигурирующих в определении обобщённого решения задачи
(1.1)-(1 -3), удовлетворяются соответствующие интегральные то­
ждества (1.18) и (1.19).

С этой целью для каждого натурального числа р  примем

обозначение: ир(1,х) = ^ и п( 1 ) $ т ^ х ,  где ия(1) - коэффи-
/7=1 ^

циенты Фурье вышенайденной неподвижной точки и((9х)  опера­
тора () '. Рассмотрим следующие выражения:

Т I

Л р  = \ \ { и рЛ 1 , Ф 1( и х ) - а ир ХХ{1,х)у1{1,х) +
о о

+
с

х))у(/, х)}с1хс1( -  а  ^<р”(х)у(0, х)с!х +

+ ^^//(x)V( 0,х)с1х, (1.67 )
о 

Т I

•] 2,Р = Л { « ^ ( / , х ) у <( / , х ) - а и |,1Й( / , х ) у х(Г,дс) +
О О

I
+ & (и(1,  х )) у ( /, х)}с!хс/( + (х )у (О , х)с !х , (1 .68)

о

Пользуясь системой (1.21), имеем:

т е
{{ирД /,х )у , = Л ^ иЛ<)ып -уХУ'(1,х)с1хс11 =
0 0 0 0 и=1 ^



1

-21я=1 О

Т\и'пт(1,х)с11 8Ш ^рД И & =^ |{ к ( ^ Д / ,д с ) К  ~
л = 1  о

_ | м'( 1)у(!,х )Ж |8*п  ̂ П г'„ (()МО,х)

81П—  Х ^ Х = - Д ] ^ , ,  8 И 1 ^ Х  У (0 ,Х)с/Х
О "=>

ПК- ЦХ̂ 8̂1Пт  ху̂1'х̂хс11'
О О И=1
г (
\ \ и рхх(1,Ф ,(1,х)сЬсс]1 =
о о

и = 1  о

2^2 Г И '
= Х| \ иЛ 1>,(^х)сИ

. П7Г ,
81П —  ах ■■

тг2 р *Н 
= - ^ > 1и=1 о о

г

. П7Г , 
81П —  ах

= _ 7 г ! У  {[-м„(ОМО,х)- \и'п(1)у((,х)сН ] $ т ^ х с к  =
" я=1 о О

 ̂ ^ У17Т
= 7 г Ц п Ч Я л 7 -  х  1’(0,х)б/л-+

( о И  ‘

+ - 1 я 2ц'  (/)5ш  х у(/, х)с1хЛ.
О О Я=1

Подставляя полученные выражения соответственно вместо 
первого и второго слагаемого в равенстве (1.67) и пользуясь сис­
темой (1.21), получаем:
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1-р Пд
./(и((,х) ^у(1,х)(]хс11- ]/^ У „  8 1П— х у(0, х)с!х -

(
О и=1

а л
\ ^ п 2срп 81П —  X у(0, х)й6г -  а  |^"(х)у(0, х)с/х +
О «=1 о

I Т I Г р

+ ]У (х)у(0 ,х)йЬ: =
О О 1"=1

. . я л  
-ИЛ(081П— X -

ап2 л 2 . , .  . «л-
-------г----И ( / )  81П------ X

” I
+ Эг(и(1, х)) |у(/,х)й6га^ +

+ |  1/ / ( х ) ~ ^ у / п 8 1П— х • у(0 ,х)<& -а |[^ "(х) +
О _ Л=1 ^  п

^-лП2Л2 . п л
+ 1 1~ ^ Р п ^ — х

г ^ Г  а п 2 л 2
^ - ехР

г *

III0 0 I и=1

у(0 ,х)с/х =

/  2 2 \ ап л  
------— I

•ехр
/ 2 2 ап л

•л 2 2 I I2ап л

{1-т)

У/ п+ й2

п л  „ , а п 2л 2

у о о

81П —̂ -& 1% с1т

I

X2
— е х р

\ /

л 2 2 I I2 ап л

о о

2 2 «И Л
(1-т ) 81П —— Г -

п л
8 1П —  х + #(г/(? ,х)) >у(/,х)й6г<Л +

, [ V  • П7Г V 1 • п л  с ^
+ ] 2 ^ ^ 8Ш- Г Х- 2 ^ ^ 8Ш_Г Х у(0>х)й&г + а |  2 ,

О Л-1 *• п=1 *■ о Л=1

п 2 л 2



р п2Л2 ■ пп

■Л51" (  Я  1

п Г  р 2 ег
ЦО, х)с!х = Л  -  2 у -  |Л м (/ ,  ■

ПК рЛР.$\П~— х + ^ОН^-'))

О О |_ и-1 о
(

\{(,х)<1хЖ+ |  51П-^Х-
О и=Р+>

* 00 « V 2 П Л

.у(0,х;аА-г- ^  ^
О л=/?+1

т г=11о о

. , Г У ------ й> 81П----X у(0,х)й6г =
1,х)<&+ а  ^  Л .  (2 Гп Ц у

\'{(,х)с1х +« 9 ', . П7Г „ гг ■ П7Г
^  ± 1&(иЦ,&>)81П— З Д - 81П — X

я=/>+1  ̂О и 

2 2
> П Л  ч » Г V '  ^  ГЛ//Л \

Г Ч > „  8111 —  х  у ( 0 , х ) Л - + а ]  X  - - г ^ Л ,  81П— X- К (0 ,Х ) Л -
'-Т^и " о п=р+\ *■О п=Р+1

В результате получили, что

Лр = | |  Ё  -  У(и{ 1 ,&)ът^с]^ых\^-х-\{Г,хУх<*Н-

гГ X-1 ПЛ , Н п л- п л
+ 1 2 -  У'п 8Ш— х 1<0,х )б /х + а | 2 ,  8Ш— X

О у»=Р+1 ) О \и=/н-1
■ у(0, х)с!х.

Очевидно, что

К, <I '-р — Г Т-/ / >-ЧЧ • « Л' К1С  • П Л
Т  ] ^ ) )  8Ш —  З Д ?  • 81П —  X

+ X . п л
81П---- X

п=р+1 • 1 И М 1 ,

/.2(0г) 

(0,0 +

+ а V  п 71 ■ п л
^  ~~п.~<Рп 5Ш —  X

ММ)

12(0,О



Следовательно, \^т^^,р =0. Тогда, переходя к пределу при
р->оо

сю, из (1.67) получаем, что выполняется интегральное тож­
дество (1.18).

Теперь рассмотрим следующее выражение:
Т I

Л.р = ~ аи +
о о

с

х)) ■ у{1 ,  х ) } с 1 х с 1 1  +  ^ ^ / / ( x ) V  ( 0 ,  х ) с / х .

Как было показано выше
Т I Т р

/ \ и Р,1 (*> х ) у / х ) с ! х Ж = | ( О  8 *п — х  у , *)с1хс11=
о о О О Л=1

= -  81П-— X ■ у(0, х)с/х -  1 ( О  81П—  X • у((, Х)с/хЖ
О и=1 ^ 0 0 Л=1 ^

С другой стороны,
т ч т

а \ \ ирл  * К  (*> Х) ^  = = X  п \[Ы'п (0  • С08 ̂ Х •
0 0 я=1 о “

■ V, (I, х)с1х]с/( = —  2 ]  « ' (/)[у(/, х) С08 X
я=1 о

+

т еп п  г . . .  п п  , -1 , г г-А а п 2л 2 , ,  . . п л
+ —г у ( * у Х ) $ \ п — х Л х №  = ] ^ — —г— и п(I) 81П - X

О О я=1 г

• у(1,х)с/хс/1.
Пользуясь последними двумя соотношениями и системой 

(1.21), получаем:

-А 2 '
г г

о о1_

. /7Л-
■ 81П----- X

ч

л=1 *• о
е

у(1,х)сЬсс/1+ У { х ) - } У п 81П— X
о я=1 2

у(0,х)<7х.

Тогда, очевидно, что
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• ||уМ )|| +

п л

Ь2 (®г )

у / { х ) - ^ у / п 51П
. п л

/г~ I '12(0.0
12(0-0

р  —> сю.

Следовательно, Н ш /2,р =0-
/7->СО

Теперь, переходя к пределу при р  —> со, из последнего ра­
венства получаем, что выполняется интегральное тождество 
(1.19).

Таким образом, вышенайденная функция и (1 ,х )  =

/7 Л
= ^ м я(?)8т — х является обобщённым решением задачи ( 1.1)-

и=1

(1.3).
2. Пусть /=1. Тогда из соотношения (и) = и следует, что 

функции ип(1) (п = 1,2,...) удовлетворяют на [0,Г ] системе ( 1.22), 
которая эквивалентна системе (1-21). Далее, так как
и(1,х) е  В \ \ т, то очевидно, что

(1.69)

(1.70)

и(1, х), и, (1,х), их (/, х), и1х ({, х), мп ( / ,х ) е С (Э г ) , 

и „ е С ( [ 0 ,Г ] ;  1 ,(0 ,*)).
Далее, из (1.21 б) имеем«:(/)=̂ (о+чсо, (1-7!)

где
. 2  _ 2п . . осп л  

•ЯД0  = ------- 5—  ехр V,,
2 ап л

п л  „ 
х с о з ---- • ехр

2 2 ап л
(1 -т ) сМ;с1т, (1.72)

(1.73)
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2 2ап п/~\ /  \  IX-# 1/ 1/  { /  \
Так как 3п{1) = -  м„(0> то из сходимости ряда

Е \п2 ■ т а х  и' ( /) )  следует,
'  О <1<Т '

ЧТО

Х (™ х*9„(0 |) <+«>. (1.74)
/7=1

Далее, очевидно, что V/ е [0, Г ] :

Ё  = у {  ) ? ( « ( ! , * ) ) - Л *  1П =
/7 =  1

= У  С [ 0 ,г 1  (1.75)
о

ибо ,^(м(/, х)) е Е , с  С (/)г ).

Тогда, в силу непрерывности на [0,Т] всех функций соп(1) и 
суммы ряда (1.75), этот же ряд сходится на [0,Т] равномерно. Так 
как и”(1) = Зп(1) + соп(1) и ряды (1.74) и (1.75) сходятся равномер­
но на [0,Т], то ряд

00
1 > ; ( 0 ) 2 (1.76)
п=\

также равномерно сходится на [0,Т].
Так как все функции Эп(1),а)п({) (и, следовательно, 

непрерывны на [0,Т] и ряд (1.76) равномерно сходится на [0,Т],
оо

то функция Х ( мГ(0)2 непрерывна на [О,Т].
п=1

Тогда очевидно, что
и „ е ф , Т \ ф л ) ) .  (1.77)

Таким образом, из свойств (1.69), (1.70) и (1.77) следует,
что

г/(?,х),г/Дг,х),мЛ (/,х),и ,д (/,х ),м д;с(/,х ) е  С(3)т), 

ип(1,х), и1хх(Г ,х ) е Ь 2(3)т).
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Далее, из систем (1.22а) и (1.22^) легко получить, что

по метрике Ь2(0,(.) в обеих частях равенства (1.78), легко полу-

ии (/, х) -  аи1хх ((, х ) = ^ (и  (/, х)).
Следовательно, функция и(( ,х ) удовлетворяет почти всюду 

в ®г уравнению (1.1). Далее, легко проверить, что условия (1.2) и
(1.3) выполняются в обычном смысле.

Таким образом, при / = 1 функция и(( ,х ) является решени­
ем почти всюду задачи (1.1)-(1.3).

3. П усть 1=2. Тогда из соотношения (Э^и) = и следует, что

функции ип{1) (п = 1,2,...) удовлетворяют на [О,Т] системе (1.23), 

которая эквивалентна системе (1.21). Так как и((,х)  е  е  В 4'1Т, то

очевидно, что
и((,х), и1 {1,х), их(1,х), ы,х(1,х), ихх((,х),

V /  е  [0,71] и натурального р  :

(1.78)

где

Для каждого фиксированного I е  [О, Т ] , переходя к пределу

чить, что при всех 1 е  [О, Т] почти всюду в (0, (.) :

иххх(1,х)еС(Я)т), м/х« ,« о т еС([0,7];12(0,О). (1-79)

( 1 .8 0 )

где
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•ядо = 2 2 
С Ш  Л" -ехр (

/  2 2 Л
а /7  7Г

\ V о о

. п л  „
• 81п -----с  • ехр

4

1 2 а и  л-
(1 -т ) с !^ т , (1.81)

(1-82)

2 2 
6Ш  Л"

Так как «9й(/) = -  ' "  и'п(1), то из сходимости ряда

XIи3 - ш ах м '(/)
' 0</<Г *'

и=1

следует, что

У  т а х  5  (0  = аП  У  п : - т а х и '( { )  <
О<1<Т " У '  С2 О<1<Т ”*■ п=\п= 1

т.е.

Ет а х  9  (/) < +со .
о<,<т пК '

< +00,

п=\
(1.83)

Из (1.83) видно, что ряд ^  З п(1)$т ^ - х  равномерно схо
п = 1

дится в замкнутой области 3)Т = [0,Г]х [о,^} Следовательно:

(1.84)
п= 1

Далее, пользуясь тем, что &(и((,х)) е  Е ^ , \/(  е  [0. т] 
имеем:

а п ( 0  =  7  =  —  М ^ ( ы ( ^ ) )  • с о ^ Щ .
О А? Л” 0 (7  ̂ -с



Тогда очевидно, что при любом фиксированном 
д/' (Л  ̂= 1,2,—) \ / (е[0 ,Т ]:

| > „ (  о
я=лг

■!е

. н/г
5 1 П  -------- X *Хк<Ф~Ё^Гп=М я Уп=К п

Я \ 2 \ и—д г 771 - т

|§
л/27

к п-N 71 К
Ё4Г.О-85)

где

сЧ;

Из (1.85) видно, что ряд ^  <±>п (/) з т  ^ - х  равномерно схо
п= I ^

дится в замкнутой области У \. Следовательно:

X  §1п ^7~х е С(®г ).
п = 1  ^

Таким образом, ряд

^ м " (0 з 1 п — х = ^ ( <9Д 0 + ®л( 0 ) 81п——* равномерно сходится в
п п

п = 1 ^  л -3

замкнутой области .
Следовательно:

00
и п ( 1 , х ) =  X м ^ (0 » 1 п Г̂7~ х  е С (® у, ).

77 =  1
Таким образом, из свойств (1.79) и (1.86) следует, что

( 1 .8 6 )
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и ( 1 , х ) ,  и х  ( Г , х ) , и хх  0 , х ) , и ХХх  и { и , х  ( 1 , х ), и (хх (1 , х ) ,

и (( ( 1 , х ) 6  С(3> т ), и х х х х  ( ( , х ), ( / , * )  е  С ( [о , :Г  ] ; ^ 2 ( 0 , 0 ) .

Далее, из системы (1.21) получаем, что V/ е  [0, Т ] :
2 2

/ \ \  V 1 /  п /  \  VI ТС . . чч . А? 7Г
(/, х) -  а и 1хх ((, х) = 2 ,  (и„ (0  + а  — г -м„ (0 ) § т — х =

и=1

00 'Л ^
= Х т  | ^ ( к ( ^ ) ) з т ^ ^ - 8 т ^ х  = ^(ы (/,х )).

и=1 ^  о ^ ^

Следовательно, функция и((,х)  удовлетворяет уравнению 
(1.1) в замкнутой области Фг .

Легко проверить, что функция и(1,х) удовлетворяет и всем 
условиям (1.2), (1.3). Таким образом, функция и (( ,х ) является 
классическим решением задачи (1.1)-(1.3).

Этим теорема 1.4 доказана.
Теорема 1.5. Пусть

1. / = 0,1,2 и выполнено условие 2 теоремы 1.4.
2. &  = + Зг2 + , причём:

а ) оператор действует из В'2+‘ в /Г . непрерывно и

\ / и е В ' 2̂ ,   ̂е  [О, Г] :

е 1
- & Л и Ч .х ) )  < аЛ1 )+ аЛГ \\и\ |+, . ,

II /?2 7”дх
- ^ ( » ( ? , х ) ) < « ,( / )+  а 2(^ Н |д ,+, + а 3( 0 - |И |В1+м О -8 7 )

М ° ,  о

где пространство /? ■ (/ =  0,1,2) определено в пункте 3 §1, 

а1(1 ) е  Ь2(0,Т)  (/ = 1,з) и 0 < у  < 1;

б) оператор .^д ей ств у ет  из некоторого шара ^  С ,)

пространства В х2 ‘ в Е  , непрерывно, где

С, > С0 . = шах {у: у 2 < ( .V ,+ Л  2\ у \ Г } ( 1.88)



,  а 8 9 )

Vя / а 2 л 4

^ Л2'' б ^ У ^ г + л - У ^ ) ,
V Л- у сгл"4

К (о || ^(0,Г)’

' О 2'
\Л  у

б^У гТ г + л-Умё)2
а 2 л 4

а :(')!!

а функция и^(/,х) определена соотношением (1.52);

«> - | й » М | « г ) > 0 -

где 5,. - граница шара Ж . (|Ы| 2+м+( < С, 1\| 11022г /

(1.90)

(1.91)

(1.92)

дх
тУ 1(и((,х)) <22Аи) = 3>,

д ‘
—  & 2(и((,х))
дх

а операторы (/ = 0,1,2) определены соотношениями (1.24)-

(1.26);
г) оператор действует из шара Ж 1Ы1 „2+|,|+|. < р А  ъ Е , иА7’ 41 11/12 2 Т  ^

для любых м ,у е  Ж р :

д 1 д'
—т & 3(и(1 ,х)) & 3(у(1 ,х))

где

-  ? / Г  -  у я^м+1. (1 -93)
7.2 (От-)

Л  > с ,.,  /7,. > р 01. = вир | | | е ,  (и )  + б 2,,.(м)|| , ) ,  (1 .9 4 )
и е К ,  " « 2 , 2 , 7 -  '

^ V  * 2 П ' + л  а !

л ,

Э)

а л -
•« , 1 - ^ ,  р „ , < 1 ; (1.95)

Р,

1ПТ
г/е5; |м - е и ( м ) - е 2,/(« ) |в 2+м +/ - | | е 3,/(“ ) ||2,2+м +/

’/  [ 2,2, Г 2,2, Г

■>0 ,  (1 .96 )

где
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е ) & 3(0) = 0.
Тогда задача (1.1)-(1.3) имеет: при / = 0 обобщённое реше­

ние, при I = 1 решение почти всюду, а при / = 3 классическое 
решение.

Д оказательство . Оператор (?,; рассмотрим в пространстве

Из последнего неравенства, в силу условия 2а данной тео­
ремы, следует, что оператор 0 , действует из пространства В \ в

^ 22'г+1 непрерывно. Так как (по теореме 1.1) пространство

В2+2 т+1 вкладывается в пространство В вполне непрерывно, то

оператор <2Х действует в В \ вполне непрерывно.

Рассмотрим в 5 22 2 г+< уравнения

В] +2 т+‘ ■ Очевидно, что е  В \ :

<
л )  а л 2 дх
Л '  1 л 1 ш + л л [ а ё

(и((,х)) № д ) )  .(1 -97)

и = / / - б и (и), /у е  [0,1], (1.98)

и априори оценим всевозможные их решения и^(1,х). Тогда,

пользуясь неравенством (1.87), для любых ц  е  [0,1] и /е [0 ,Г ]  
имеем:



+ 2
д ‘

дх'

((у/ 2 СТ + лл[а?) \

< 2 о 2+г, 1+/ 
2 .2,1

+ 2
\ К ;

а 2 л 4

д ‘
(и (т,х))

дх
с/т < 2

12(0,0

+ 2
У,я7

' ( < > ^ М Т + Л ^  V/ , л ,А--------- ----------  |{а,(г) + а 2(г)-
сг ;г  X

■ Ы ^ + ^ И К И к  а'г - 21 +

+ 6
\Л-у

И2Г

(С л/Ш + л ^а (!
а 27Т4

< 2

\ Л  /

з ^ У ш 7+
с г  л 4

М».П

+ г/
||2г

// II р 2+1,1+/  ̂II#, 7 т

+

д2,1,1 + 1
2,2,Г

+

.2+1,1+*
2,2,г

причём здесь пользовались тем, что \ / г е [ 0 ,7 ’] |и вМ < и

и, следовательно, м|в,„ < м д2+(>1+1. Таким образом, У р е[од] и 

? е [0 ,Г ]  имеем:

О1 *"1 Р'
и 2,Т °2,2,Т
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Г о Л2" б(^У21т + л 4 с с ( )

\ Л у а 1 к 4 М'С(О,Г) +

мои; II2/
+ \\а-, ( П Ц ^ ^  • р /;||Н 2 - , м . +

Л 2' б (1у[Ш  + я л [а 1 }
\7Г; О2 „ 4к. 71

I
/«3 (Г)|К с/т. (1.99)

Из (1.99), применив неравенство Р.Беллмана, получаем, что 
V// е  [0,1 ] и 1е  [О, Т]:

- ики**+
Л\а 2 ^ г(, Л - Ь Х Ув.

\ Я )

б ^ У ш 7 + ттуГаё}
а 2тг4

,2+;, 1+1 
2 ,2  ,Т

• ехр ТГ
у71 ;

+ к \ а ( .
а 2 л 4

Т) (1.100)

имеем:

1а з ( 0 | | ' 2(0>
—I

Отсюда, пользуясь обозначениями (1.89)-(1.91), У //е[0,1]

( 1. 101)< .*/, + *и/, • Ш, 112Г
«г/ 1.

А из (1.101), пользуясь обозначением (1.88), имеем:
< С 0, V// е  [0,1]. (1.102)

2,2,7"

т.е. всевозможные решения ии уравнений (1.98) принадлежат 
шару

о.» г  Ня?*" < С .,) '

Из (1.98) и (1.102) видно, что при любом // е  [0,1] вполне 
непрерывное векторное поле Ф //( = 3  -  р  •(?,,. не имеет нулей на

границе 5(. шара .Л/ , |м |В2+,и, < С ,| где числа С, определены соот-
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ношением (1.88). Следовательно, вполне непрерывные векторные 
поля Ф 0 - 3  и Ф | ; = 3 ~ д и  гомотопны на сфере 51,.. Тогда вра­

щения на 51, этих полей одинаковы, а именно:

^ - е и ; 5 , ) - ^ ; 5 , ) = 1 -  (1-103)
Теперь рассмотрим оператор ()2; в шаре Ж г  Аналогично 

тому, как показали полную непрерывность оператора ()и в 

В?2 т+' ’ легко показать, что оператор ()2. действует из шара К ! в}гх  т
т  2+/,1-
2,2,ТВ 2+!т+' вполне непрерывно.

Далее, на границе 5, шара Ж ; рассмотрим вполне непре­

рывные векторные поля 3  -  ()и -  Л()21, где X е  [од]. В силу ус­

ловия 2в данной теоремы, для любых X е  [од] и и е  5, имеем:

' 'Ци“ (>ч(« ) “ 4 > и ^  и -* 2 \А и ) - ^ ! 1б 2Д « ) |в2+..ы ^
й т  т ° 2 ,2 ,т
д 2 + » ,1 +
° 2 ,2 , Т

»2+/,1+1 
'2 ,2 ,  Т

0 2 » > 0 . (1.104)

Отсюда, в частности, следует, что вполне непрерывные век­
торные поля 3  -  0,,- и 3  -  (9, . -  0 2 , гомотопны на сфере 5 ,.

Следовательно, на 5, их вращения равны:

« - К » )
А теперь в шаре Ж р11|[и||д;.м. -  р , ) рассмотрим оператор

0 з , ,= ^ \

где числа р (. определены соотношением (1.94). Легко видеть, что 

для любых и ,у  € Ж . :

( Л ‘ Ы 2 ?Т+ лл1а1 д‘
о  2+»,1+»'

2 ,2 ,Т а п 1 дх' з
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~ ^ 3  (у(/,х))
дх

= ЯоЛи ~ Л

<
12(Ог) У

1 1у[2ёт + 7Гу[ссё
а к " Я / Р - *  Ь*.1+/ =

(1.106)

где числа ^ 0̂  определены соотношением (1.95).

Для каждого фиксированного у0 ё ! ^  , (|Н|В2*и+, - Р о,* ) » гДе 

числа рв; определены соотношением (1.94) и е е [ о д ] ,  рассмот­

рим в шаре Ж р 1 следующее уравнение (относительно м ):

и =  ^ - ( 2 3Д ы )  +  у0. (1.107)

Так как для любых и , г/,, г/2 е  Ж р ! :

1к8зЛ“ ) - уо |и ..м  ^ |0 з д « ) |в2+,,+, + ы и ^  =
И » 2 ,2 ,Т  11 2 ,2 ,Т  2 ,2 ,7

= Ц а » - а » | [ >2+/,1+
7 ,2 ,7 -

+  V,0 п2+/,1+»
2,2,7" Й 2+1,1+/ 

2 ,2 ,Т
I +

+  V,0 о 2+/,1+/

11̂ 03, («1 ) + У0 -  [* • 03,- («2 ) + Уо]||в2+м« ^

— | 2 з,, (г/| ) _  03,1 ( м 2 )||Л2+.-.1+/ — Я0,1 ' |р 1 _  Ы 2 1 В\*2 Т+‘ ’

причём <70/ < 1, то, в силу принципа сжатых отображений, опера­

тор 15/Дм) = ^ - 0 з ;(г/) + Уо имеет в шаре Ур .единственную непод­

вижную точку и0. Сопоставляя каждому У0 е Ж роТ элемент и0, 

т.е. единственное в Ж р решение уравнения (1.107), порождаем 

некоторый оператор Яе . ( этот оператор Ке , называется

*) Очевидно, что (?3, (0) = 3>1{ дГ
дх

= &1 (0) = 0 .
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резольвентой, вообще говоря, нелинейного оператора б 3;), дей­

ствующий из шара Ж в шар Ж р1. Пользуясь тем, что для лю­

бых е е  [ОД] и У ^ Ж ро1 Яе1,(у) = еЦъ 4 (Яе .у) + V, легко получить, 

что ''/Г1,Г2 € Ж Ро1 :

К Д ^ ) - / г г Ду2)|: < 1 - | К - у2|| 2 ,+(. (1.108)
2,2,т 1 -е д 0 .'

В силу обозначения (1.93) ((?1; + 02№ >  с  -ж а,,;-Следова­

тельно, для каждого г е  [од] оператор Яе1 определен, в частно­

сти, и на ((?,, + 0 2 /) ^ /•  ^  силу (1.108) оператор непрерывен

(даже удовлетворяет условию Липшица) на множестве 
(б ь  + 0 2, ; ■ Так как операторы ()л, и ()2, вполне непрерывны

на Ж ! для каждого 8 е  [од] операторы Яс1 (<2и + б 2,/) вполне не­

прерывны на . Далее, в силу (1.96), для любых г <= [од] на 5,.

Iй “  & .,(" )  “  й г .,(" )  ~ е ОъЛи ' > -  

^ | | « - е, . , (м)- е 2, ( и ) | , - | | е , / и ) |  >о .  о л о »
II и П 2 2 ,Т  11 2 ,2 ,Т

Следовательно, вполне непрерывные векторные поля 
5  -  ( 7 , б 2 , при любом 8 е [од] не имеют нулей на 5( .

Тогда не имеют на 5”, нулей и вполне непрерывные векторные 

поля 3 - Я е , ( 0 , ; + ()2:), ибо каждый нуль (на 5;.) поля 

У ~  , (01 , + б 2 Д  является одновременно и нулем поля

_ (?2; ~ ^ з ,  • Таким образом, вполне непрерывные век­

торные поля 3  -  Я0 . ( д и + 0 2 ,)=  3  -  б , , -  0 2 и 5  -  Д0, (б у + ()2 ,) 

гомотопны на 81.
Следовательно, учитывая (1.105), имеем 

У ( 3  -  Я , , ( 0 , ,  + 0 2>/); 5,.) = У ( 3  -  0 , ,  -  = 1. (1.110 )
Отсюда, в силу принципа ненулевого вращения, следует, 

что вполне непрерывное векторное поле 3  -  ЯХ1 ( 0 |; + 0 2,,) имеет
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внутри шара Ж ,■ по крайней мере один нуль. Так как каждый та­
кой нуль является одновременно и нулем поля 
3  -  0 , .  -  0 2, -  0з /» то’ таким образом, доказано существование в

ЛГ, по крайней мере одной неподвижной точки и(1,х) у операто­

ра 01,, + 02,/ + 03,« = 0/-
Совершенно так, как в конце процесса доказательства пре­

дыдущей теоремы, легко проверить, что эта неподвижная точка 
и(1,х) является: при / = 0 обобщённым решением, при / = 1 ре­
шением почти всюду, а при 1 = 2 классическим решением задачи 
(1.1Н 1.3).

Теорема доказана.
Замечание 1.2. Очевидно, что неравенство (1.92) имеет ме­

сто, например, если

зир{|02,/ (и)|| } < т ?  (||и -  0,,,. (и)|| 2+, ы ) . (1-111)
"  2 ,2 ,Г  и е 5 у- « '  2,2,7" '

Как видно из процесса доказательства теоремы 1.5, правая 
часть неравенства (1.111) положительна (см. соотношения (1.98), 
(1.102) и (1.88)). Таким образом, неравенство (1.111) (а также не­
равенство (1.92)) требует достаточную малость норм 0 2;(м) 2+(Ы

В2*2,т‘
для элементов и е 8 г  То же самое относится и к неравенству 
(1.96).

Замечание 1.3. Как видно из процесса доказательства тео­
ремы 1.4. и структуры пространств Я2’2Г и В22Т, почти всюду и 

классические решения и(1,х) задачи (1.1)-(1.3), найденные нами 
в теоремах 1.4 и 1.5, обладают следующими дополнительными 
(по сравнению с определением почти всюду и классического ре­
шений задачи (1.1)-(1.3)) свойствами:

1) для решения почти всюду

и  XXX ’  1 {1х х  ’  и  XIX ’ и хх1 > и  и е С ([0 ,г ] ; 1 2(0,Г));
2) а для классического решения

иххх(^х),и1хх,и х1х(1,х),ихх1((,х) е  С(з>т),

У  хххх ’  У  1хх»; ’  ^  Х1ХХ ’  ^  хх1х ’ ^  ххх! ’ ^  Их е  С([0,г]; Ь2(0,1)).
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§4. Исследование существования и единственности 
решений задачи (1.1)-(1.3).

В этом параграфе методом последовательных приближений 
д о к а з ы в а е т с я  следующая теорема о существовании и  единст­
в е н н о с т и  обобщённого, почти всюду и  классического решений 
задачи (1.1)-(1.3).

Теорема 1.6. Пусть
1. / = 0,1,2 и выполнено условие 2 теоремы 1.4.
2.Оператор Э*действует из В ; ^ '  в и \/и  е  5 22̂ +|, / е [0 ,Г ] :

8 ‘
дх

т&(и(1,х)) п 2+/, 1+/ ? 
2 ,2,1

(1.112)
/-2(0,0

где пространство Е  (/ = 0,1,2) определено в пункте 3 §1, 

а(1), Ъ(1) 6 Ь2 (0, Т) и 0 < у < 1.

З.Для любых м ,у е Х 0( ||и ||2+и+, < С0) и / е [ 0 , г ] :
\  II \\В2 2 ’Г /

х)) ~ ~ ~  х))
дх дх

< с(/)||м- у||в2+,-1+/ , (1.113)
12(0,0 2,2,1

где с(/) € Ь2(0,Т), 

2|К (/,х )||2 + 4
г С

2 /

К П  У

1\[21т +7Гл[а1
\2

•ехр
1л[2ГГ + лу[аё

а п

а п '

• 1 М

1 И 'С (0,Г)

2
/-2(0,7-) (1.П 4)

а функция м>(1,х) определена соотношением (1.52).
Тогда задача (1.1)-(1.3) имеет: при / = 0 единственное

обобщённое решение и(1,х), при г = \ единственное в В2'1 

решение почти всюду и(Г,х), а при 1 = 2 единственное в В2 Ъ2Т 

классическое решение и(1,х); их можно найти методом последо-
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вательных приближений, причём скорость сходимости последо­
вательных приближений ик(1,х) к и(1,х) характеризуется так:

\\ик(1,х)-и(1,х)\\в2+1М, <С0 ■

1 Ф 1 т  + п^аИ

а п
1И1 1̂ (0,Г)

4к\
(к = 0 ,1 ,2 ,-) . (1.115) 

Д оказательство . Очевидно, что оператор
д ‘

— -&(и({,х)) (1.116)

где операторы определены соотношениями (1.24)-(1.26),

действуют в пространстве В]+̂ +‘ и в шаре Ж 0 удовлетворяют 

условию Липшица:

,2+1.1+!' —
1 1 4 ж + п у[а ? > 

ал* < |Л |7 )

Рассмотрим в В^ 2 ’т+1 последовательность ик(1,х) = 

= 1 (*»•*))> гДе и0(1,х) = 0. Пользуясь неравенством (1.112),
методом математической индукции легко получить, что для лю ­
бых А:(А: = 0,1,2,...) и / е  [0, Т\.

2

дх
<

р2+/',1+/
2,2,/

-  2||и )̂|в2+м+1. + 2
д *

(ик-1 (*>*)))дх
< +,2 + 1,1 + 1 

2 , 2,1

+ 2
' С

2/
Ы 2 1 Т  + пу[а1 2 1( : ~ д ‘ . ,  '

У II
0 0

—  & (ик_х(т,х)) с/хс/г <



< 2 «2+1,1+/ 
*2,2 ,Т

+ 4г о
2;

' Ы 2Ч Т + лу/а1  '

V Я" У { а л 2 )

■ |{ а 2(г) + Ъ1 (г)||«4_,||^+,.,+, }с/т<

I

< V 2 + .</2 | я 2(г )^ г

_[я2(г )^ г
2 Ю

Л!
(1.118)

где

= 2 | Н 1 ^ + 4
Г л /2 1т+7ГлГаё

у

\2

а л ■1И1 Ь 2 ( 0  , Г ) *

5 2(г) = 4
т 2'Т е у [ ш + л л [ а ё '
\ Л  у а л

На самом деле, при к = 1 неравенство (1.118) справедливо. 
Предположим, что неравенство (1.118) справедливо для к = т и 
докажем его справедливость и для Лг = от + 1 . Очевидно, что 
\/1 е  [О, Т ]:

т + 1 п 2+ /,1+;г  < Л2 + | в 2(г)||кт\\ в;

+ | л 2(гн  , 4 2 + ._,/2 | я 2($)йЬ-

| я 2(л)Лу

ОТ!

—

/ * 4

+ .о/2 • р ? 2(г)б/г + V 2 • ^ В 2 (т) ̂ В 2 ($)с!$с1т -\— +
о о
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+ .*г \ в г(т )-

г

| 5 2(,у)й&

т\

I

- с1г =  .и /2 +  . я / 2 • ^ В 2 ( т ) с1 т  +

+ .йГ

1

счСС5

| 2 1

ю
 -.
..

..
..

..
..

..
..

..
.]

_ 0
+  - “  +  ^ 2 •-

_ 0

о
т+1

2 (/и + 1)!
Из (1.118) следует, что \ /к (к  = 0,1,2, • • •) и / е  [0, Т ] :

ЦмЛ„2*,,+/ <^</2|  1+ ^В~(т)^т + ■

I

\ в 2(т)с!т

к о2+/,1+/ 
2 , 2,1 к\

к\

1

[В2(т)с1т

<.5/2<̂ 1+ р ? 2(г)б/г + --.+
I о

= ,я/2 -ех р | | 5 2(г)б/г|. 

Следовательно, \/к{к  = 0,1,2, • • •) :

< 1и/2 -ехр | [в 2{т )с1т \  = С1 ,

- + •

к о2+/,1 + »и />2,2,7’

(1.119)

( 1.120)

т.е. все приближения ик(1,х) содержатся в шаре ^ 0.
Далее, пользуясь условием 3 данной теоремы и учитывая 

(1.120), легко получить, что для любых / е [ 0 ,г ]  и к (к = 1,2,...):

К+1 С*»*)- "*('>*) ***•- "д 2,2,/
У, д‘ 8‘

— -^  (/, х)) - — Я(ик_х (I, х)) <

< ' Л 2' Г ? 4 ш +7г^ Т  'Л1 з '

V я - / еГя-4 о о

84



д ‘
л 2

------ тЗг(ик_х{г,х)')  ̂ (1хс1т =
дх'

,21

я )

1у[2ГГ + п 4 а 1
\2

а л

<

д ‘ д ‘
— & (ик (г ,* )) -  —  &{ик_х (г ,х )) 
дх дх

' 1 & т + ж * а  У Ь (Г)|;
ап~  •

йт <

ГО2;

у Л  )

х2(о.о

М/ы||в2+'.1+;б/г <

||М] Ид 2 + /.1+111 1 Т

'  I  Л21 { И^ЪГГ + Лу[а1
V Л  ;

V  «

ал~
| с 2(г)<^г

Лг!

г I  V 1’ Г + л ^ а ё ^ 2 1
V л  ) а л '

■ | с 2(г)й?г

11 д2+»,1+»
""г, 2, г *!

■ (1-121)

Следовательно,

п2+/,1+/1К+1

^л/2 (’Т  +  Л у [ а 1

< С :
ал ”

■1М1/-2(0,Г)

Л!
= 0,1,2, •••)•(!-122)

Отсюда следует фундаментальность {г^(/,х)}*=1 в В^'т ' ■ В 

силу полноты пространства В ^ ’/ '  ■

д2+1,1+1
ик(1,х)----- — — >и(1,х)<=.Х0 при к оо.



Тогда, пользуясь непрерывностью оператора С? в ща 

(см. неравенство (1.117)), из соотношений и ^

= б , К ч  ('>*)) имеем:

Легко проверить (так, как в конце доказательства те
1.4), что функция и( 1 , х ) является: при / = 0 обобщённым п МЬ*

Реше­
нием, при I = 1 решением почти всюду, а при / = 2 классиче
ким решением задачи (1.1)-(1.3).

Далее, аналогично (1.121) и (1.122), имеем

|ик (1,х) -  и (( ,х )||*,+м+| < |и0(1,х) -  и (( ,х '"2

1л[2ГГ+ лт/ссё
а л ' (о,Т)

2 ,2  ,Т  

к

<

л  )

2/

к\

1 л [ Ш + л ^ а ё
а л '

к\

Отсюда следует справедливость неравенства (1.115). 
Наконец, докажем единственность в В \^ ' ( г  = 0,1,2) реше­

ний (обобщённого, почти всюду и классического) задачи (1.1)-
(1.3). Пусть и(!,х)&В\* 2р 1 при / = 0,1,2 - л ю б о е  с о о т в е т с т в е н н о

обобщённое, почти всюду и классическое решения задачи (Ы )"
(1.3). Тогда, в силу лемм 1.1 и 1.2, коэффициенты Фурье

2 г и л
ип ( 0 = \и(1,х)8т хс1х функции и(1,х) у д о в л е т в о р я ю т  на

о ^
[0,Т] системе (1.21), причём, в силу того, что ./(» ( /,* ))  е Еу , сис­

тему (1.21) можно преобразовать к виду (1.22) при / = 1 и к виДУ 
(1.23) при 1=2. Таким образом, функция и(1,х) является в
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щ ) неПОдвижной точкой оператора (?,■(/' = 0,1,2). Тогда, поль- 

В'-г-т явенством (1.112), аналогично (1.119), V/ е [(), Т ] име-
зуясь » еР

еМ; ,
И в —  - ^ 2 + 15 2( г) Н й- ' ^ г -II 11х̂2 2 1 2,2,/о

Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана, по мучаем:

I 1Н 1« - - - / г ' ехр{ | в !< г )‘/ г  } = с " '

т  е ВСе в о з м о ж н ы е  в В ] ^ ‘ 0  = соответственно обобщён­

н ы е п о ч т и  всюду и классических решения задачи (1.1 )-(1.3) при­
н а д л е ж а т  шару Л 0. Пусть и(1,х) и у (1 ,х )  - два любых обобщён­
н ы х, п о ч т и  всюду и классических решения задачи (1.1)-(1.3) со­
о т в е т с т в е н н о  в В Ц Г, 2*2,2,г и В2,1т • Тогда, пользуясь условием 3 

д а н н о й  т е о р е м ы  и соотношениями у (1 ,х )  е .X 0, легко по­

л у ч и т ь , ч т о  для любого I е  [0, Г]:

( 4 ш +1г4 сл< а
п

Г \ 2 ,

ап~
^-:?{и(т ,х))-
дх

2
( л

21
' Ц 2 1 Т

с1т< — 2
1*2(0,() у7Г , 1 )

и — у

• ]с 2( г ) | |ы - ^  ат.
о

Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана, получаем, что 
на [0,Т]. Следовательно, и =  V .  Теорема доказана.

Из теоремы 1.6 при * = 0 вытекает следующее
1 Л ^ ледствие 1*2. Пусть
^•Для I = о выполнено условие 2 теоремы 1.4.

ератор &  порожден функцией Р{1,х ,и,ипих,и1х,ихх), т.е.
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Тогда, пользуясь неравенством (1.123) и оценками (1.125)-
оо

(1.129), \ / и ( 1 , х ) - ^ и п(1)8т— х е В ; ’\ т и I е  [О, Т] имеем:
п=\

Л2(0,() 

+

И « ( ' , * ) ) | |м о ,0 =

= ||^ (/, х ,и (( ,  х), и ' (/, х), их (I, х), иа (I , х), и хх (I , х )] II <

< |л / , ( / ,х )  + ,ч/2( /,х )  • [|гф ,х)| + |и, (?,х)| + \их{1,х

+ ^ з ( 0 - | |« Л ^ х ) |  + |» „ ( / ,х ) |]  | |^ (0О < ||.«/1( / ,х 4 2(0О

+ \ \ л 2(1,х)-\и(1,х)\ + \и'((,х)\ + \их(1,х)\ ] ||ММ) +

+ л з (О ■ [ к  ('> *)Ц2,о ,о+ 1 к  ('> *)||,2(0>о ] * 1к  1 (*> *)Ц:

^ / 2(/,х)||

4

( 0 , о

/  Ля  я  я
+ -7=  +

Зл/Ш >/б ^л/б 
.2

2 '  Ч I 2

п2Л °2,2,1 1И2(0,О

+ 1 & Т  + Т г ) '1/з(0 -1М1й м = о ( 0  + * (0 -Н 1 д?.! • (1.130)°2,2,1 " "°2,2,/

Следовательно, для / = 0 условие 2 теоремы 1.6 выполнено. 
Теперь пусть и(1,х), у{1,х ) -  любые две функции, принад­

лежащие шару ^ 01ЫН2,1 < С 0 1где С0- число, фигурирующее в
XI \\В2’2Т Г

условии 3 данного следствия.
Тогда, в силу оценок (1.125)-( 1.127), \ /и(1 ,х),у((,х)  е  Ж 0 и

1е[0  , Т \  х  е  [0, имеем:

я
С 0 < и (1 ,х ) ,  у ( / ,х )<  —^ = С 0,

Зл/Ш 

я

Зл/Ш

я
^ — С 0 < и 1 (/, х), V, {(, х ) < л— С 0,

я 2 я
-^-^=С 0 < (/, х), ух (I, х ) < С 0.

(1.131)



Тогда, пользуясь соотношениями (1.131) и условием 3 дан- 
ноГо следствия (т.е. неравенством (1.124)), совершенно анало­
гично неравенству (1.130), \/и (/,х ), у(/,х) е  ,Ж0 и Г е  О, Т имеем:

т.е. для г = 0 выполнено условие 3 теоремы 1.6.
Таким образом, для / = 0 все условия теоремы 1.6 выполне­

ны. А тогда утверждение данного следствия следует из утвер­
ждения теоремы 1.6.

§5. Ещё раз о существовании решений задачи (1 Л)-(1.3).

В этом параграфе, с помощью выше доказанной теоремы
1.6 и принципа Шаудера, доказывается следующая теорема о су­
ществовании обобщённого, почти всюду и классического реш е­
ний задачи (1.1)-(1.3).

Теорема 1.7. Пусть
1. / = 0,1,2 и выполнено условие 2 теоремы 1.4.
2. &(и) = &{и, и ) , причём:

а) оператор <Р(и,у) действует из В\~‘г х В;'1р' в Е  , ,  причём

■ В2(() = С ( 1 ) - \ \ ц ' у \ \ В 2 Л ' ,

для любых и е  В \^ , V е  В^'т '  и I е  [0,7’]:
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д ‘ 
дх

< а х(1) + а2(1)\и\УйЫ +
4 ( о,о

У
+ а гЩ Щ вЯ  + а * Щ Л в % р  ' “ 5

где а1 (I) е  Ь2 (О, Т) (/ = 1,5), 0 < /  < 1;

>2+1,1+/ ? 
2 , 2,1

(1 .132)

б) для любых и е.Ж 0 ||и|| д1+( < С0 ] , у ,, у2 е Я22 2'/г+' и / € [О, Т ] :

3'' д ‘
—  х), V ,  ((, х)) -  —  х), у 2 (I, х))
5х дх

<
ь2<.о,е

< ^ ( 0 |к  - у 2||й. 

где Ъ(() € Ь2(0, Т),

2+7,1+!' ?
2 ,2,1

Сп = шах 7  : у 2 < (.я/, + «е/2 |_у| г ),«/з  |

ю ^ У ^ г + л - У ^ ) 2+
егл-4

10

•р/2 =■

^ -1  [ с ^ Ж Г + л М ]

СС7ГА
\ Ы (Ц ЛОЛ + |а4(0|

2
4(0,0

10
.5/3 =ехр<

+ 7Гл1а(.

а 1 п л .('Л1 1 .Л  + 1к ( о | |'114(0,0

а функция >у(/,х) определена равенством (1.52);

2
4 ( 0 , 0

(1.133)

(1.134)

(1.135)

(1.136) 

,(1-137)

в) для каждого фиксированного у е !  (||у|в̂ „1+, < С) оператор 

&(и,  у) действует из шара Х 0|У  1+, < С0 1 в Е  , непрерыв-
V II/>2 -р }  X

но, где
С = ш ш {С 1,С 2}, (1.138)



с ,  в >2+/,1+1 *2,2,г + 8
(еЛ7т + Лл1а1

а 2 л:4
2
1х2(0,Г)

+ \ \ а

•ехр -Т
V ̂  у

2; (1У21т + тгыа1
а 2 к 4 (О,Г)

С2 = шах {у  - у 2 ^  (-^1 + ^ г \у \  Г р г  |  ’

' О 2'’ (^л/21т + п ^ о Л
а 2 к 4

+ о

,.?/ 2 = 1 0
(̂ л/27т +71 лГсй)

V ,  - ехр 10

ог2/г4

(1У 21Г

\а

+ п ^ а Ч
а 2 л 4

|  , (1-139)

(1.140)

ксоц̂од.) +
(1.141)

(1.142)

(0,7-)

Тогда задача (1.1)-(1.3) имеет: при г = 0 обобщённое реше­
ние, при / = 1 решение почти всюду, а при / = 2 классическое 
решение.

Д оказательство . На топологическом произведении 
В\*'т х 5 22+2'-;+' определим следующий оператор Ф :

.^(м , у)

^ (и ,  у) =

при

^ ( С 0 , у) ирг/ и е  В'2̂  / 1 0,у ё  5 222‘̂ +' -(1.143)
п1+1В2т

Очевидно, что любых иеВ\''п \-\^2 е в 22'71+' и / е  [О, Г]:

а'' ~
—т «#(и (/,х ),у (* ,х ))  
ох

< а 1(/) + о2( 0 р |  ы + в 3(/) и +
12(о,0
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дх
х), у(1, х)) < а, ( о  + а2(1)- С0Г + а 3(/)С 0 +

+ а 4 (0 |Н |^ .,+, + а 5(0|Н (1.145)

б ; ~ ~
—  <#(м(/, х), V, (/, х)) -  —  х), у2 (?, х))
дх дх

<

(1.146)

д‘ ~
—  ^ ( м( / ,х) ,у( / ,дг))(,у(/,х))

4 ( 0 , 0

а для каждого у е !  оператор ^ ( и ,  у) действует из Я2 г в Е , не­

прерывно. Теперь для каждого фиксированного и е  В х2 'т в про­

странстве В ; ^ '  рассмотрим оператор 0 1и:

где операторы 3>1 (/ = 0,1,2) определены соотношениями (1.24)-

(1.26). Так как для каждого фиксированного и е  В\*'г оператор

& (и,у)  удовлетворяет (относительно V ) условиям 2 и 3 теоремы
1.6 (сравн. неравенства (1 .147) и (1.146) с неравенствами (1.113) и 
(1.112)), то, как видно и з  процесса доказательства теоремы 1.6, 
для каждого фиксированного и е  В ^  оператор ().и, определен­

ный соотношением (1.148), имеет в В2+2’т+‘ единственную непод­

вижную точку V е  Я22+2';‘+' . Сопоставляя каждому и е  В\ '7' соответ­

ствующую ему единственную неподвижную точку V е  В 2̂ '  

оператора ^ ^и, порождаем некоторый оператор Н { :

а ^ ^ ) = ^ ч - ^ ( - | г > ( М,у)),
дх

(1.148)



Н ,(и) = у = й ,м(у) = у» + 9,
дх

(1.149)

Пользуясь неравенством (1.149), для любых 

/ г  [О, Г] имеем:

II2 и 2

и е  В 1+1
2,Т

н , и и , , ,  = н и

8‘
>2+1,1+/ '2,2,Г

+ 2
I

\Л у а л 2

сЬс
-&(и(т,х)Хт,х)) г/г<2|| +

+ 8

+

\ л )

| « з ( 0 |

4( 0,( 
\2

и л ь ( е ^ Ж  + л ^ а !

а л 1

1 ( Л
2л(

+  8
I ) V

+ л 4 а Р \ V 2 и м2 
' ] И г ) Н ^ . , +

алг
с1т.

Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана и пользуясь 
обозначением (1.139), получаем:

ИН / ( « ) ! & - . -  = 1НЁ-М - * С,2 V и е  5 ' ; ; .  (1.150 )

С другой стороны, пользуясь неравенством (1.145), для лю ­
бых и е В\+± и I е  [0, Т] имеем:

н , ( « С

2/ С

= V < 2

<?1
дх

-&{и(т,х),у(т,х))

+ 2

с/т < 2

л
1л[2ГГ + лу[а1

+ 10
4 (0  л

а л '

г е л2‘ 
;
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Ы 2 Ч Т  + л у [ а 7

ап"

•С02 + ||а4(0 | 

■ )а ; (

Г1 л /Ш  + л:у[а1

(0.7)

II2 г

4(0 Л п2 + 1,\ + 1
2,2,Т

}+10
г 1 '

21

У7Г у ап"

Г V }2+(,1+г2,2, г Й̂Г. (1.151)

Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана и пользуясь 
обозначениями (1.141), (1.142), для любого и е 5 2+/  получаем:

= V ♦/ -  ( * ^  1 +  ^  2  И  Я 2 + ,-1+' ) * ^  3 -II их»з -> т (1.152)

Из (1.152), пользуясь обозначением (1.140), получаем:
< С, У и & в ып2+/,1+/

2 ,2 ,Т
= V 2+1,\+1 — ^2 V м (1.153)1Н > ) Ц

Таким образом, из соотношений (1.150) и (1.152) следует, 
что для любого и е В х2 'т :

||Н(г/)|| 2+,.,+, = |Н|я2+и+1 ^ С = т т { С ,,С 2}, (1.154)
м " ° 2 , 2 , Т  11 2 ,2 ,Г

т.е. оператор Я, отображает всё пространство В'2+‘. в шар 

||м|| 2+и+| < с ]  пространства В ;!2'^+'. Оператор Я ; , определен­

ный во всём пространстве 5 2+г > рассмотрим только в шаре 

\ МЬ+< -  С] этого пространства. Тогда, в силу неравенства
\  II 1102,7- '

(1.153), для любого и е  В*1 имеем:

Н Д и ) ^  Н ,.(м) 2+и+, < С , (1.155)
2 ,Т  11 '  | | В 2 . _ . .

т.е. оператор Н ; преобразует шар X*  в себя. Кроме того, как 
видно из (1.154):

Н,.ЛГ* с  Л Д Ы  < С) с  В ™ ? 1. (1.156)2,2,Г ’ ’
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Так как, в силу теоремы 1.1, пространство В’̂ т*' вкладыва­

е т ся  в  пространство В^'г вполне непрерывно, то из (1.156) следу­

ем что множество И Х *  компактное В\~.‘ .

Теперь покажем непрерывность оператора Н 1 в шаре X * .

Пусть ик,и0 е Х ,  ик ---- >м0 при к со и Н 1(ик) = Ук,

Ц .(и0) = у0. Тогда, пользуясь представлением

д ‘ ~ д ‘ ~-— г & ( и к (/, х), (I, х)) -  —  & ( и 0 (/, х), у 0 (/, х)) =
дх дх

д ‘ ~  а ' ~
— г & { и к ( / ,  х ), V, ( / ,  х ))  -  —  & { и к (I, х ), у0 ( / ,  х )) 
дх дх

+
д ‘ ~ д ‘ ~

—  & ( и к(( ,х ) ,  у0( 1 , х ) ) - — & ( и 0(1,х), у 0 ( / , х )  

дх дх
(1.157)

и неравенством (1.145), для У( е  [о, г ]  имеем:

” (я Л ё т  + Лу[аё]
Н,-(м4)-Н Д м с

\ л  ) а 2я А

I

I д‘ ~  д ; ~
—  ̂ (м* (г, х), у* (г, х ) )  -  —  ̂ (г / 0 (г, х), у0 (г, х ) )

дх дх
с1т <

4(° .о

<2Г 0 2/

V Я",

1у[2ГГ+лл[а1
\ 2

а п

д ‘ ~
- — & (ик(т,х),у0(т,х))

дх

дх 

с / г + |

- & ( и к(т,х),Ук(т ,х))-

дх
- ^ ( г / 0(г,х ),у0(г,х))

4 (0 /)  о

2 л

—7«^(м*(г,х),у0(т,х))- 
ох

4(0.0
а п
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Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана, получаем:

д ! ~  д ‘ ~
• —  & { и к (г , х ), у0 (г, х)) -  —  ̂ ( м 0 (г, х), у0 (г, х))

дх дх

■ ехр
1л[2ГГ + лл[а 1 V

(1.159)

Так как у0 = Н ,(и0) € Ж и для каждого фиксированного 

у е !  оператор & (и,у)  действует из в Е , непрерывно, то 

из неравенства (1.159) следует, что оператор Н ; действует из ша­

ра Ж* пространства В\*'г в В ^ т ' , а тем более в непрерывно. 

Таким образом, оператор Н (. вполне непрерывно преобразует 

шар Ж* с  В х*'т в себя. Следовательно, в силу принципа Шаудера,

оператор Н #. имеет в шаре Ж * по крайней мере одну неподвиж­
ную точку Я :

Далее, пользуясь неравенством (1.144) (для и = у = Н), из 
соотношения (1.160) получаем, что для любого 1 <е [0, Т ] :



|м| й2+,.1+, ^ 2 \\м > 2+,,1+1. + 2
'  I  V '  ( и Л л т  + п 4 а 1

\П  у

\ 2

ОГЛ"

б ; ~ ^
—  ̂ (м (г ,х ) ,г /(г ,х ) )
дх

с1т < 2|Ы | 2+|>1+, +

+ 10Г ^ V ' Г ( .Л л т  + к 4 а 1

12( 0.0 
\2

V л- у

(.■у]21Т + п^ГаЁ
а п '

||М II-2+1.1+/ + Ю

а п

V

У

1М о ||1 (0,Г) + 10
V п  )

21

к п  )

а 2 ( о | ; (0 Л + 1 К ( о | ,2(0,

1у[7Л~Т + п л [ а ! Л

Т )

а п '

|[ а 32(г) + а52(г)]|г7| „2+/,1+/ 2,2,г
,с1т. (1.161)

Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана и пользуясь 
обозначениями (1.135)-(1.137), получаем:

(1.162)||и || о2+1,1+1 ^  («^ 1 + ^ 2  II и II „2+/.1+, 3-

Из (1.162), в силу обозначения (1.134), имеем:
Я(1,х) „2+,.ы < С 0.

° 2 ,2 , Т

Так как ||й | ,+,. < ||и  || 2+и+, < С 0, то и е 1 0. Тогда из опреде­

ления оператора # ( м,у), т.е. из соотношения (1.143), следует, 
что

3 > ( и , и )  = ,< Р (и ,и )  = & (и ) .  (1.163)
Таким образом, соотношение (1.160) принимает следую­

щий вид:

дх
- & (и (1 ,х )) (1.164)
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т.е. и е  В2+2^+' является неподвижной точкой оператора ()., оц-

ределённого соотношением (1.116).
Далее, легко проверяется, что функция Я((.х) является: при

1 = 0 -  обобщённым решением, при /' = 1 - решением почти всю­
ду, а при 1 = 2 - классическим решением задачи (1.1)-(1.3) 
Теорема доказана.

Из доказанной теоремы 1.7 при 1 = 0 , как простейший ча­
стный случай, вытекает следующее 

С ледствие 1.3. Пусть
1. Для / = 0 выполнено условие 2 теоремы 1.4.
2. Оператор порожден функцией р{[,х,и,иг их,и1х,ихх), т.е.

х)) = р((, х, и(1, х), и1 {{, х), их ((, х),и1х ((, х),ихх(I, х)), причём:

а) функция Г((, х, их, • • ■, и5) определена в области

3)т х (—со,со)5, в этой же области удовлетворяет условиям Карате- 
одори и условию

5

х,г/1, — , г/5) | < А \(!,х ) + ( / ,х)(|г/,| + \и2\) + Аъ(/)У ^|ц .|,(1.165)
;=з

где Ах(1,х ) ,А 2(1,х ) е Ь 2(О т), А3(() е  Ь2(0,Т);

б) в области 3>т х —  С — С
л/6 °’ л/б 0

: (— оо, оо)4 выполняется

условие:
\р({, х, и х, и2, и3 ,и 4,и 5)~  Г((,  х, и{, у2 , иъ, у4 , у5 ) I <

< В\ (?,х)| и2 -  у2 + я 2(0 [ | ■ V ,  + \и< Ь (1.166)

где В]( ( ,х ) е  Ь2(3)т), В2(() е  Ь2(0,Т), а число С0 определено
следующим соотношением:

\ о(?у[21т  + яу[сИ\
С о =

•ехр

+ -
а 2я А

\ \ а <о|4 ( 0  ,Т)

10
а 2я 4

+ я  у! а1 аз(о||̂ (0>Г)+|К(о||1(0,п)2
4  (о ,п ;
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причём

0,(1)= Д ( ',* )  м ад , «3( 0 =  *  Ч М „ (ад + *  4 ,(0 ,

°5(0 -  /6 И гС ^ ^ ^ о / )  +

/  2 \  Л  Л  
+

■м'21 Ц 2И М О -
\  '  ̂ ^  У

Тогда задача (1.1)-(1.3) имеет обобщённое решение. 
Д оказательство . Для того, чтобы вывести это следствие 

из теоремы 1.7, достаточно определить оператор Ф(м,у), фигу­
рирующий в условии 2 теоремы 1.7, следующим образом: 

ф (и(1,х)М(,х)) = Р{(,х,и(1,х ),V,(1,х),их((,х),Уа (/,х ),Ухх(их)). (1.167)

Очевидно, что \ /и (( ,х)  = ^ и п( ( ) $ т ^ - х  е  В\ Т, у(1,х) =
и=1 ^

= ^ | 9 и( 0 з ш - у -х  е  5 222Г, / е  [0,Г] и х е [0 Д ]:
л=1 °

|и(/,х)| < X  |ия(0 | < X  (и ■ тах |м п(г)|) —  < ДЕ “Т
. , 0<г</ П \\ г Ял=1 н=1 V л=1

Х (« -т а х |м п(7-)|)2 = ^ И Ц , ’ (1Л 68)

1 К (^ х) 1 2(о,о * ^ 2  • 7 у Ё ( и -м»(/))2 *

О '169»



1Ы'> 5 ^  ^ И , и ,-С 172)

Тогда, пользуясь неравенством (1.165) и оценками (1.168)-
(1.172), Уи(1,х) е  В\ т, у ( / ,х ) е й 222Г и I е  [0,71] имеем:

| у(1, *))||мо/) = ||^ (/, х, и(1, х), V, (I, х), их (/, х),

^ 1 к . М | м о,0 4 ^ , * ) « м и 0 +

+ У 2(1,х)у,(1,х)11т) + ^ з ( 0 [ |К ( Л ^ | |12(0/) + 1 к М | Мо,0 +

у^ 4 \ Ы0,() ^ к М и ,(о.О + ^ Н Ц 'И г  (*’*% , (0п +

п  II II К  II и\\и I , + ,—  у
У 2 Г  л/2 7 1

,2.1
2 . 2,1

+

л~ II II 
+ --- 7 =  V

1у[21

я

- | к 1 ( / ’Х)|к(0Л +
Я

Уб

^ з ( 0 4 1 1 ^ 2 ( ^ 4 ( 0 , )  +
г

№

я  я
: +

2(0,0  

2 Л

■Ш 1л/21
,</3(0

/
(1.173)•МЬ.1 = а , ( 0  + а 3( 0 - Р  , + а 5(/)- V ,, .

II 11 -02,2 ,г 11 ""2 ,г 11 2,2,1

Следовательно, выполнено для / = 0 условие 2а теоремы
1.7, причём в этом случае а2(1) = 0, а4(1) = 0.

Далее, пользуясь неравенством (1.166), оценкой (1.168) и 
для у = у, - у2 оценками (1.170)-( 1.172), аналогично (1.173),

Уи(1,х) е  «Ж01||и||и, < С0 1 у,,у2 е  В2'\ т и I е  [0,Т] имеем:
41 2 ,Т  '  ’ ’

| Жи(1, х),у, (/, х)) -  х), у2 {(, х)) | = | |^ ,  х, и(1, х), у,, ((, х), их (/, х),

V  ( '’х)’у1,**('>х»  “  Р\1, X, и(1, х), у2( (/, х),их (/, х),У2а (Г, х),у2хД  х к т
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< Iв х (/, х )  • (у,,, ( / , X ) -  у2_, (/, х ) ) | |^ (оу) +  Я 2 (о [ |у ,  а  (/, х )  -  У2А (г ,х )  \ \ ^ 0 () +

^ Ь - У2к  •1И.(/’х ) 112(0,О

+ В2(0
л  II II л 1 || и

+ Г—  П У2
А /2 Г  в2-2-'

= М 0-1к  -  у.1 2 »2'1 > II о-> -> ,

где 6 (0 =  *  В 1 ( ^ х ) 1^ 0()+ ~ ^ ^  + л ) - В 2(1 )е Ь 2(0,Т).

Следовательно, выполнено для / = 0 условие 26 теоремы
1.7.

Теперь покажем, что при условиях данного следствия вы­
полнено и для / = 0 условие 2в теоремы 1.7. На самом деле, пусть 
у (/,х ) - любая фиксированная функция из

В2,2,Т ’ !/„ (/, х), 2/0 (/, х) €  .уГ о ( Н в. г ^ С0 ] И

В̂и„ ((,х)----- ы— ,>и0((,х )  при п ->  оо.

Тогда, в силу оценок (1.168), (1.169), \/п  = 0,1,2,•••,/е [0 ,г ]  и 

имеем:
7Г и и . Я м

1Мл(/,х)1- Тб IИ"»11̂, -
' - М 1 М о,о *

и - , ,  < — С
-ч/б 11 ” 11в-  “  л /б  ° ’

(1.174)

*  V I I - ,  < - ? = | | «  II, < - ^ - С 0, (1.175)
^ 2 7 "  ^ 2 7 ' Л и

|м „ (? ,х )-М о (? ,х ) |< -^ = ||м „  - м 0||в, ( “ мо |Ц г > (1.176)

< л-
м« - мо||в. г -\\“» А 1’х ) - иоА<’Ц 1 2(ОЛ-

Из (1.176) следует, что

ип(1,х)=>и0((,х) при п —> оо, 

а и з (1.177) следует, что
%•

ипх(1,х)^>и0х(1,х) при п ^  со.

(1.177)

(1.178)

(1.179)
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Тогда, в силу известных свойств оператора Немыцкого, имеем: 

х, и„ (/, х), V ,  (/, х), ип х ((, х), у* (/, х), (/, х))=>

^Р '(1 ,х ,и0(1,х),у1(1,х),и0х(1,х),у1х((,х),ухх(1,х)) при « - > оо,

т.е.
3)т

^ ( и п(1,х),у(1,х))=>^({и0(1,х),у(1,х )) при п -> оо. (1.180)
Далее, в силу неравенства (1.165), имеем:

I& ( и И (I, х), у(1, х))| = \г ( ( ,  X, и п (I, х), V, (I, х), и п х (,(, х),Уа (I , х),

+ | + ^ 2 ( / ,х )  |у , ( / ,х )  | +

+ Л з (/)| м„, ( / ,  х) | + (/)[ |у й (/, х)| + | (?, х)| ]< .« /, (/, х) +

+ ^ — Со • ^о/2 (/, х) + —̂=г||у ||й2,1 г • «^2 (̂ » Х) ^ 3  (0 | (А ■*) —

-  И<М (*> Х) I + ^ 3  ( 0  К ,х  ('» *) | + •«/ з ( 0 [ К  О, *)| + | V*, ((, х)| ] =

= ^(Г,х) + ̂ 3(/)| ипх (,(, х) -  м0 х (/, х) |, (1.181)

где

# (/,х ) = V , ( /,х) + - ^ С 0̂ 2( /,х) + - ^ | | у||в2.,  ̂ • ,</2( /,х) +

+ V  з (0 | г/0 х (/, х)| + Л  з (/)[ | V* (/, х)| + |у„ (/, х)| ],

причём §(( ,х )  е  Ь2(9)т), ибо, пользуясь оценками (1.174)-( 1.180) 
и (1.171), имеем:

1 ^ ’-Х1/2(Ог) + 1Н1̂ :' г)||,'5/2(^Х)||12(ог) +

‘И с о Ц ^  <+о°-

В силу оценки (1.177) имеем:
<■■^з(0-|ия̂ ( ^ х ) - и 0>х(/,дс)|

2̂ (̂ Т )
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Теперь, в силу соотношения (1.182) и соотношения 
е  Ь2(Э)Т), из неравенства (1.181) следует, что функции се­

мейства имеют в 3>т равностепенно аб­

солютно непрерывные интегралы. Таким образом,
3>т

{&(ип(1,х),у(!,х))-&>(ий(1,х),у(1,х))}2 =^>0 при п —> оо 
и функции семейства

{&{ип (/, х), у(?, х)) — (?, х), у(/, х))}2

имеют в 3)т равностепенно абсолютно непрерывные интегралы. 
Отсюда, в силу теоремы Витали о предельном переходе под зна­
ком интеграла Лебега, следует, что

\ \Н ип ^ ) ~   ̂0 при п > оо.

Это означает, что для каждого фиксированного у е В2Л2 г оператор 

ф(г/,у) действует из ЛтДЦиЦ^, < С 0| в  Ь2(3)т) непрерывно. Сле­

довательно, для 1 = 0 выполнено условие 2в теоремы 1.7. Тогда 
справедливость утверждения данного следствия следует из тео­
ремы 1.7.

По идее доказательства теоремы 1.7. доказывается следую­
щая

Теорема 1.8. Пусть
1. / = 0,1,2 и выполнено условие 2 теоремы 1.4.
2. и ) = & (и ,и ) , где:

о) оператор .Ф{и, у) действует из В'2̂  х  В ] ^ '  в Е^ , причём 

для любых и е  В х2 'т, у е  В2̂ +‘ и / е  [О, Т\.

д‘
—  ^ ( м ( / , х ) , у ( / , х ) )  

дх
< а, (0  + а2 (0 |Н |Д1« + «з (0|М|В2+,.|+/ ,(1.183)

12 (0,0
где а,.(О е  Ь2(0,Т) (I = 1,3);

б) для любых г/еЛ'ДЦг/Ц^ <С 0) и  у,,у2 е  •# | (||у||В2+м+, ^  С0)
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^ { и ( ( , х ) , у х^ , х ) ) - - ^ —  Ль(и ( ( ,х ) ,у2((,х))
дх дх

<
1 2 ( о , О

< 6( 0 |к  - у 2|| м .м ,

где Ь(() е  Ь2( 0 ,Т ) ,

4Со — Щ\л2+Ш +6
11 Щ ,2,Т

(  14ж +я4 с*

\Я атС к  (О %(0Л •ехр

(1.184)

и *
\ л .

' + тг4о1

V а л '
( |к ( 0 |Ё 2(0,Г)+ 1 К (0 |^ (0Л

а функция ч>(1,х) определена соотношением (1.52);

о2+/,1+/
2 ,2 ,Т

в) для каждого фиксированного у е  лД  ||

<&>(и,у) действует из шара Л^0 в Е  , непрерывно, где

г е Л г г  + л л [ а ё Л

< с )

, (1.185)

оператор

С = 2р  + 6II пл2 2 Г Г 2 /

V К  у а п • ( |К (о ||

+ с М Ы о Е 1(0.п  

к  ( 0 |^ (0 Г)

\  ‘
Г О

2;
'  Ы 2 1 Т  +  л - д / о Г

• ехр 6 — 2
)  . V. л  у 1 ^

(1.186)

Тогда задача (1.1)-(1.3) имеет: при 1= 0 - обобщённое ре­
шение, при / = 1 - решение почти всюду, а при 1 = 2 -  классиче­
ское решение.

Зам ечание 1.4. Следует отметить, что теоремами 1.7 и 1.8 
охватывается и такой достаточно широкий класс случаев, когда 
операторы (?;( / = 0,1,2), порожденные правой частью уравнения

(1.1) с помощью соотношения ^ (̂и) = УV + 9>.
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пространстве В2̂ ’т+' не являются ни вполне непрерывными, ни

удовлетворяющими условию Липшица и не распадающимися на 
сумму двух операторов, где один из этих операторов вполне не­
прерывен, а другой -  сжатый. Другими словами, теоремами 1.7 и
1.8 охватываются и некоторые те случаи, когда для нахождения в 
В1 +2 т+‘ неподвижной точки оператора (?, не применим ни прин­

цип Шаудера, ни метод последовательных приближений (а тем 
более, принцип сжатых отображений), ни комбинированный 
принцип М.А.Красносельского и ни принцип ненулевого враще­
ния.

§6. Корректность постановки задачи (1.1)-(1.3).

Теперь изучим корректность постановки задачи (1.1)-(1.3). 
Задачу (1.1)-(1.3) с данными &,(р,у/ назовем задачей .?/. С по­
мощью неравенства Р.Беллмана доказывается следующая 

Теорема 1.9. Пусть
1. / = 0,1,2, и выполнено условие 2а теоремы 1.4 для функций 

(р и ф и условие 26 теоремы 1.4 для функций у/ и у / .

2. Операторы &  и 3- действуют из В ; ^ '  в Е ,, причём для

любых и, V € В1+2т+‘ и / € [0, Т ]:

х)) - х))
дх дх

< с(1) М -  V э2+/,1+/ 5 
2 , 2,1

Ь2( 0,1)
с(() е Ь2(0,Т); (1.187)

ЗГ(и({, х ) ) - - ^ - 3  (у(/, х))
ох дх

< с (() ■ \и -  у
12(0,Л

}2+1,1+1 5 
2 , 2,1

3. §ир
д ‘ д' ~

— & (и (1 ,х ) ) -— &'(и((,х)) 
дх дх

с ( / ) е 1 2(0,Г ). (1.188) 

= е  < +оо.(1.189)
Ь2 (2)у)
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Тогда для единственных: при / = 0 обобщённых решений, 
при / = 1 решений почти всюду, а при / = 2 классических реше­
ний и{1,х) и м (7,х), соответственно, задач (1.1)-(1.3) и ^ , имеем:

*2+ / , 1+ /
2,2,Г

< ' С
кл  )

е
л

р м > (* )-р (м |(х|| +

Л
+ 6 - Т

а  я- 

(а /21Т + 7ГлГаё

1̂2 №0
+

а 2л 4

■ ехр
к

(142ГГ + л  л!а1
а 2 л 4 И I I . (1.190)

Доказательство. Так как из условия 2 данной теоремы сле­
дуют условия 2 и 3 теоремы 1.6, то по этой же теореме 1.6 задачи 
(1 .1Н 1.3) и ,?/ имеют единственные: при / = 0 обобщённые ре­
шения, при / = 1 решения почти всюду, а при / = 2 классические 
решения

(/,х ) = ^ и „ ( / ) з т ^ х  и г 7 ( / ,х )= ^ г 7 „ ( /) з т ^ -х
ЯЛ-

п= 1 /7=1

соответственно, причём в силу лемм 1.1 и 1.2, { и „(/)}Г =1 УД°В' 
летворяет: при /' = 0 системе (1.21), при / = 1 системе (1.21а) и 

при / = 2 системе (1.21 б), а {ип (/) удовлетворяет тем же сис­

темам, в которых нужно вместо (рп,у/п и ./(г/) иметь в виду 

(рп,Ц/п и . / ( « )  соответственно.
Пользуясь этим фактом, из систем (1.21), (1.21а) и (1.216) 

легко получить, что V/ е  [О, Т ] :
со ц2ъ|| и -  ^ ^  3

II |1 0 2,2,*

со 2

+ 3
п = 1 * о2+*,1+/

" 2 .2 . /

2 2 „=1 ап л
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1-ехр
С 2 2 Л ап л  

— - — г
V У

п л
81П----X

*
+

«> /  Л V
+ 3 I I -„=Л « л - ;

21
2 2 С»? л

I (

IIо о
Ни(т, ^(и(т, д))

дд дд

1-ехр
А 2 2 ап л

( /- г )

< 4 ^ г 2+‘{<рп-ф п))2 +3
п=\

чя=1

. п л  „ , . «л-
81П—  саШт ■ 81П—  X

I  I

1 1 ( » ' к - й ) ) 2

(е4ж+лт[аё)2

атг \п=1

2 / / Л 2*
+3

*

а 2л л

д‘ д‘ ~ „
—  9  (и(т, х )) -—  &(и(т, х)) 
дх дх 12(0/)

^ л2 Л2 А/Л2' ^

п-1 атС
-+1 +6

с1т<3^(п1+1(<рп -& ) )  +

I
\ Л у

д '  д ‘
—  ./ (г/ ( г ,  х) ) -----------т ./ (г/  ( г ,  х ) )
& '  д х ' ШО

.^(м(г,х)) с/г
12(0,0

<

с1г+ [
о 0

з Е (« 2+' к - й , ) ) '

а л 2

б''
—  &(и(т,х))- 
дх

+
п=1

109



+ 3 -г.)У+« Г 4 Т 1
л=1

5 '' ~  3 '’ ~

— - &(и  (г, х)) -  —  ̂ (и  (г, х)) 
ох ох

Л )

Г в \ 2‘

а 2 я 4

+ 6 ' (еЛ 1т  + к ^ ) \

2̂(0̂ ) СГЛ"4

• | с 2 (г)||и -  ы||*2+,.1+, </г < 6 Г -1  ~ | ^ (2+/) (х) -  ф(2+,) (х) ||212(0,О
Л "”"’Г \ Я  )  Я

+ 6

+ 6

^ Л 2'-' 1((.2 +атт2)2 
а 2 к 6 12(0,О +

( е Л л т  + я ^ а ё . )
а 2 я 4

Е 2 +6
/ ^ Л 2 

\ Я  у

и (1у[ш + я 4 ^ ) 2
а 2 я 4

[ с 2 ( г ) | « - ы ||2 2,,,1+(с/ г .

Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана, получаем спра 
ведливость оценки (1.190).
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ГЛАВА II

Исследование почти всюду и классического решений одно­
мерной смешанной задачи для одного класса полулинейных 

дифференциальных уравнений третьего порядка

Данная глава посвящена изучению вопросов единственно­
сти и существования почти всюду и классического решений сле­
дующей одномерной смешанной задачи:

где О < Т, 1<+сс; а >  О - фиксированное число; Р,(р,ц/-  
заданные функции, а и(1,х) - искомая функция, причём почти 
всюду и классические решения задачи (2.1)-(2.3) понимаются в 
смысле, определяемом в §1 главы I.

Очевидно, что каждое решение почти всюду (и, тем более, 
классическое решение) задачи (2 .1)-(2.3) имеет вид:

Далее, легко видеть, что после формального применения 
схемы метода Фурье, нахождение функций и„(() сводится к ре­
шению следующей счётной системы нелинейных интегро- 
Дифференциальных уравнений типа Вольтерра второго рода:

(2.2)

(2.3)

(2.1)

коэффициенты Фурье искомого

решения и(1,х) по полной в Ь2(0,1) системе < §ш — х
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ип ( 0 ~  Фп 2 2 а п  71
( 1 - е к  +

21 
а п 1 л 1

I е
I I  р(т, и(т, 4 \  ит (г, 4), (г, ^), и^(т, $ \  (г, ^))-
о о

С
I ~ е

от2 ж2 ^
-(1-г)

где

= 7  { ^ О ф т - ^ х Л ,  ч/п = -  | ^ ( х ) 5 т  ™ хск.
I*■ ' ' " О

Для краткости записи в дальнейшем будем  пользоваться 
следующим обозначением:

&(и(1,х)) = Р(1,х,и(1 ,х),и1(( ,х ) ,их(( ,х),иа ( / , х ) ,и хх(1,х)). (2.5) 

Из системы (2.4), пользуясь обозначением (2.5), легко полу­
чить, что \/п (п = 1,2, • • •) и I е  [0,71] :

и'„ (0  = е (г ■(//„+-■

2а п 2к 2 ' '

а п 1 л 2
~ Г ~ 0 ~ т )  . П К  „

1 .^1П —  Е/й&т, (2.6)
о о

« : ( о = -

2 2 а г? к1а п  л  — '
|  ]>(?/( г, # ) ) е

-0-г)

О о

•81П~ ^ с / т  + у  \& (и (и 4 ))% т ~ & % . (2.7)

Кроме того, в данной главе будем пользоваться леммой 1.2, 
пространствами Я ?;”'я’г > теоремой 1.1 и обозначениями

II Я“°'Аь (2 -8)
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§1. Единственность решений задачи (2.1)-(2.3).

В этом параграфе доказывается следующая теорема о един­
ственности (в целом) почти всюду и классического решений за­
дачи (2.1Н2.3).

Теорема 2.1. Пусть
1. функция Р(1 ,х ,и],---,и5) непрерывна по совокупности своих

переменных в замкнутой области [ 0 , Г ] х [ 0 , / ] х ( - с о , о о ) 5.

2. Для каждого Я >  0 и г е  [о,т) существует такое 5я (т)

(О < 8К (г ) < Т -  т), что в области (т,т+8я(т))х(0,?)х ( - К,К)5
5

\р (1 ,х ,и х,- - - ,и 5) - Р ( 1 , х , П х, - " ,Я 5) < ^ а а г ( 0 '  и, -  а , ,  (2.9)
/=1

где

а 1я,Л 0  - а 2л ,т (( ) , (<- т ) - а ЗЯг((),

а 4Л,г(() Л ' ~ г ) 2 -а5Ят( ( ) е  Ь2{т,т + дя {г)).

Тогда задача (2.1)-(2.3) не может иметь более одного реше­
ния почти всюду (и, тем более, классического решения).

Доказательство. Пусть и(1, ̂ ) =  У « „ ( 0  §ш —  х
И = 1 Ч

у(/,х) = I » .  ( /)8 т -^ —х - два любых решения почти всюду Зада­
ла ^

чи (2.1)-(2.3). В силу леммы 1.2 из главы I, каждая из последова­

тельностей {и„(У)}”=1 и {у «(0 }Г=1 удовлетворяет на [0,7-] системе

(2.4), причём очевидно, что для {уп(/)}”=1 в правой части (2.4) 

везде вместо и(т,%) нужно иметь в виду у (г ,^ )  Тогда из систем
(2.4) и (2.6), пользуясь обозначениями (2.5) и (2.8), оценками

ап * <. \ 1 2ап Л '■ п1
1 - е  (2 < \,  п 2 ■ \е (2 с1т < — у  (2.10)

о 1 а п
(где 0 < т < I ) и тождеством Парсеваля, легко получить, что
У /е [0 ,Г ] :
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IIм " У| | ^  - 2 |||М_У|1в2 + 1 К ~ У<1 ]' I - 2 "  2II щ  2 ,  VII »ви  II \\ви ; а л ±

2 Г
а п

\  I е

‘ + 1 \ - \ \ { Н < т ^ ) ) - Н ^ г ^ ) ) } 2^ т .  (2.11)
о о

Так как &(и(1,х)),:У(у(1,х)) е  Ь2(3>т), то из (2.11) следует,

что и - у  е  В ; \ т. Очевидно, что ||м-у|1 2,, = 0 . Тогда естественно

У  || 1,2,1 = 0 (.
2 ,2,1

ввести обозначение:
= ш ах |/ е [0,7']:|и -

Очевидно, что 0<10 <Т, \/п ( п - 1,2,-• -) и /е [ 0 , /0] 

ми(0  = у „ ( 0 Х ( 0  = Ч (0>  и, следовательно, \т7е[0 ,г0] и 
х  е  [0,^] и(1,х) = V(1,х). Таким образом:

V/ € [0,70], х е  [0,1] & (и(1 ,х ))  -  ^ ( у ( / ,х ) )  = 0.
Далее, очевидно, что существует такое 

К (0 < К < + о о ), что всюду в %т :

-  К < и ( { ,х ) ,и , ( 1 , х ) ,и х(1 ,х ) ,и 1х(1,х),  мп (Г, х) < К,

-  К < \ ( ( , х ) ,  у , ( ( , х ), ч х(1,х), \ а (*,х),  у ^ х )  < К.

Теперь предположим, что 0 <(0 <Т.  Тогда пользуясь соот­
ношением (2.12) и последовательно оценками

(2.12)
число

(2 .13)

1 -  ехр<̂
а п 2п 2 <

2 2 а п  п

Г
(1 -Т )

I 2 2 I 2 2и а п  тс . А ^ ап п  ,I1 - ехР —^—(? -г) < —т— (' - *■)>г г

1 -  ехр<̂  -
2 2 а я  л-

( / - г )  <1,
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е х р <1 ,

\а€7С~
0 I ?

/

1'ехр - ^ ^ _ _ < 7 - г )  \с1т<
2 а  п1 п 2

(для г < I ) ,  из сжгем С2-4) и (2.6), аналогично (2.11), легко полу­
чить, что У /€ ( ,вГ] :

и -  у Цо \ \ {& (и (т ,% )) -& ( \(т ,% ))}2(1&т, (2.14)
3 г„0

« - уГ„
а:,

|  \{&(и(т, 4)) - 9 ( \ ( т ,  ^)) }2^ г ,  (2.15)

И -  VI 2 <  —2 / Л

\ ю  у

'п о

I (
■ 0  -  (0) • I  /{ ^ (« (г . ^)) - ^ ( у(г , ̂ )) }2̂ г ,  (2.16)

/0 о

м' _ у '1я2°, }2<*&т, (2 .17 )
/0 о

и< ~ ^ \ -  | |{ ^ ( м ( г ,^ ) ) - ^ ( у ( г ,^ ) )  }2с /^ г .  (2.18)
« 20ГЯГ о

Из нерачейтв (2.14)-(2.18) следует, что ( 0 < ^ < <5К((0)<  

< Т  + 5 К (/0) ; ^ Ч(рло /? удовлетворяет условиям (2.13)):

5иР {(/ -4  ) 3 • I"  -  У|Г3» }= Аи  < +ао’
! ф 0 ,10+ е )  2-'

§ и р  {(г )  2 • | |»  -  } =  <  +оо,
-  - г)

{ ( м х ч и ч г ^ Ь  л *  <-**>’

1е(10 ,10+ е )

81ф
1е(1о,<о+е) '
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81ф
ш(/0,10+е)

{(/ _ / 0) 1 ' \и, - У ,||дО }= Л ,,  < +°°,

II2 

В2., 
(п+г *

8ир | | |и , - у , | | я , )= А5е < +оо,
Гб((0,(0+Е)

где
1=1

С0 =

(2.19)

/  п2 Л21 1 I 2 (  I 2
+ • --- +

3 2 ал-"
+ 1 +

чатг у 2ш г

ем:
5

/=1

Из (2.19), пользуясь для г = /0 неравенством (2.9), получа

I X .  -  5Со ' | | « 1 л 0( г ) ' ]1г/(г^ ) - Ч г - ^ ) ] 2^ +  1
'о I о

+ а\1н,,0 (О • | к  (г> &  -  ̂  (г> Й Р  ̂  + «з,«,,0 (г) '
о

* I
■ { к ( г , ( г , < ^ ) ] 2̂  +а42я ,о (г) • |[мгД г ,^ ) -у гДг,^)]2̂  +
о

(
+ а1я,,М)-]1»й-(г,^)~Уй (г,( с/г<

<5С 0 - +

+  <Я5,Л0,/0 ( Г ) ‘

" - Т  -I  
\  ̂  ' 2

V ^ У

Г о 2 1 \\ л— — т. -V ,
ы

2 II < 'Н
+

Iм - у| и, Р г ^ 5 с о ~ -  }{(г - /о)3 -
'  10
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2 ( т ) ' ^ \ е + ^Т {о ) 'а 2,К„,10(Т) '
■ Й | , Я 0 . 'о  V

х \  2

4,. +

^ Л 2

■ а ; , ,М  > 'У ^  +• #ЗАА

•л5а

Л- 2 / \ /
у  ' а 4,«0,/0(Г)'*^5,« +

V с У

•(г-^о )-

■ ( г - 0 2

5 ‘ о у

2 ,о( г ) - ^ 3„ р й,о(г)с/г, (2 .20 )
/=1

+

где

л (Г) = 5С„ • — -{(Г _ 0  •«1,д,,0(г) + (г-^о)-а2,ЛА(г) + 
ия л '  2

•(г-?о)2 -аз%,,0(г) + М  - < ^ ( 0  + ̂ 1  * (г - /0)-
V “  /  V *• /

' а 5 ,Я ,г„(г) } ’

Так как 6Д, (г) е  /,(/„,/„ + (/„)), то можно выбрать такое
*0+г0

г = ^0(0 < ^ 0 < д я((0)), что |/?д , (г)с/г < 1. Тогда из неравенства
10

(2.20) получим, что

Е ^ ^ , = 0 -
7=1

Следовательно, ,*/. = ••• = ,*/ = 0 . Отсюда, в частности,1,60 -3’**)
Следует, что |м - \ | ,  =0  и \\и. — V,II , = 0 , и, следовательно,
Е II 2,/0+̂0
\\и —  у  *

''в22,2,0„0' это’ в СИЛУ положительности числа е0, противо- 
речит

пРеделению числа /0. Полученное противоречие показы­
вает, 4Тп п

предположение 0 < 1 0 < Т  было неверно, т.е. должно
Ь { 'р и II

0 ’ т -е- р - У  2, = 0. А отсюда следует, что всюду в
2 ,2 ,7

) г  у((, х ). Теорема доказана.
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Замечание 2.1. Для выполнения условия 2 теоремы 2.1 дос­
таточно, чтобы для каждого Я > 0 в области 
(О, Т ) х (О, О х ( -К ,  К)5 выполнялось условие

5

Е(1,х,и1,---,и5) - Г ( ( , х , и х,---,й5) \< '^ Г а 1К(1)- \и1 -  и, |,
/=1

где для каждого г е  [О, Т)  существует такое 5к(т) (0 < <5я(г) < 

< Т - т ) ,  что (1 -т )2 ■а1К(() ,(1 -т )2а2Я(1), ((-т]ахк(1), а4К(1),

{ ( -т )2 ■ а5 к(1) е  Ь2(т,т + дя(т)).

Отсюда видно, что коэффициенты Липшица а1К(1),---, 

а5 к (I) в отдельных точках (даже в счётном числе точек) множе­

ства (О, Т ] слева могут иметь сколь угодно сильные особенности, 
а в отдельных точках (даже в счётном числе точек) множества 
[О, Т ) могут иметь справа степенные особенности соответственно

3 1
порядка 2 - 8 , 1 - 8 ,  ^ - 8 ,  ^ - 8  и 1_  гДе <? > 0 - сколь угодно 

малое число.

§2. Существование в малом почти всюду и 
классического решений задачи (2.1)-(2.3).

В этом параграфе комбинированием метода последо­
вательных приближений с принципом Шаудера доказаны теоре­
мы существования в малом (т.е. справедливые при достаточно 
малых значениях Т) почти всюду и классического решений зада­
чи (2.1)-(2.3).

Теорема 2.2. Пусть
1. Функция (р(х) дважды непрерывно дифференцируема на

[0 ,4  (рт(х )е Ь 2(0 ,0  и ср(0) = (р(И) = <р"(0) = <р\1) = 0; 
функция Ц/(х) непрерывно дифференцируема на 
[0,^], ц /" (х )е Ь 2(0,1) и у/(0) = 1/ /( 1 ) = 0.
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2. а) Функция Р (1 ,^ , - - - ,^ 6) непрерывна в замкнутой области 

3)т х(-оо,оо)5 вместе с производными Р, ( / ,^ , - ;4 )  (/=1,б); 

б)\/1е[0 ,Т]  и €(-оо,оо)

У(г,ОДО, ,0) = Р((, ДО,О, , <Г5,0) = 0.
Тогда существует в малом единственное в целом решение 

почти всюду задачи (2.1 )-(2.3).
Д оказательство . Для каждого фиксированного и е  В 2\1Т

рассмотрим в В]'22 т следующий оператор ()ы :

<2и(ч) = 2  + V)),

где

2 М = ё
п=1

' /  Л 2 2 \ '
I 2

ап к

Фп 2 2 1 - е  *
« «  К

V У

П7Г

(2 .21)

(2 .22)

^ (М А * ))= Х
21 I I

п=1
3 3ОСП 7С 1Иг̂ )

о о

-('-О

«Л- „ . . ИЯ"
■ со8— сасат ■ 8 т — х .

I  I
(2.23)

с5&(м(/, х), у(/, х)) = Р^ (/, х, и((, х), и , (?, х), и , (/, х), и1х ((, х), (/, х)) +

+ ^  (/, х, и((, х), и ,(/, х), мх(/, х), ив (/, х), и „(г, х ) ) -и х((, х ) +

+ Р^  (/, х, м(/, х), г/, (/, х), (/, х), ((, х), (/, х ) ) • (/, х ) +

+ Р ^  ((, х,и(*, х), и, ((, х), их ((, х), и,х ((, х), и„  (/, х ) ) -и хх (/, х ) +

+ Р^ ((, х ,и (( ,  х), и, (/, х), (/, х), и1х ((, х), ихх ((, х)) • \ 1хх ((, х ) +

+ Р^ ((,х ,и{(, х), и, ( /,х ) , (*,х),и1х(/,х ) , ( г , х ) )  • уот(/,х), (2.24)

причём ^ , • • •, обозначения соответствующих аргументов 

функции р ( ( ,^ , - - - , ^ ь).

Очевидно, что У г ^ ,х ) е  В\Iх22 .2 .Т
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.9&(м (? ,х ) ,г /( / ,х ) )  =

= -— {г(1 ,х ,и(1 ,х),и ,{! ,х) ,их(1,х),и1Х1,х) ,ихх(1,х))}. (2.25) 
дх

Из условия 1 данной теоремы следует, что 1 ( ( , х ) е  В3,2

160

Щ А ж ,  А ъ , Х ( « > Л
п=1

О Р 4 00
' + 4 - т - Е ( " г „ ) !

«  к  я=| и=1

*Ф'Ми>+И*)||/,2(о,о <  +со.

Далее, совершенно аналогично неравенству (2.11), для лю­
бых и\1,х)&Вх\'т и у ( ( ,х )е  В]'\т имеем:

\\9>(&(и(1,х),у({,х)))^2 < 2 -
I

а п
( и 1 _  ^ '  1 '---- Т -Т + 1
Vа п  у У

(2.26)
О О

причём справедливость соотношения & (и (( ,х ) , \ ( ( ,х ) )е  Ь2(з>т) 
следует из того, что:

Уи{1,х)еВ1\\г д5 /  дГ дх^и{(,х)е  С(®т) (у = ОД;/ = Од),(2.27)

Уу(/, х) е  В \1 Т \дъ/дГ дх3~ 'у (* ,х |2 € С[0, Т] (/ = 0,1). (2.28)II II Ь2(0,Р)

Таким образом, для каждого фиксированного и е  Вх\'т опе­

ратор ()и, формально определённый соотношениями (2.21)- 

(2.24), действительно определён в пространстве В \ \ т и действу­

ет в нём.
Теперь, при любом фиксированном и е В х \1т, аналогично

(2.26), Хт'у,, у2 е  В Ъ̂1Т и ? е [0 ,Г ]  имеем:
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||Ои (У1) -  Ои (У2 С »  = И V , ) -  .*(«, У < 2съ ( и 1
2 // им — 4^’2-' ал - ал"

3--Г + 1

/ (
(2.29)|  | [ Я « (  г, «*), V, (г, ̂ )) -  ̂ / / ( г ,  $), V, (г, ̂ ))}2 ^  (1т. 

о о

Из (2.29), пользуясь соотношениями

Уи & в ;1 т\д 5/ д1'дх°-‘ и ( ( , х \ ^ п ) < С - Н В|2,1г(  ̂= 0Д ;/ = 0 д )  (2.30)

е
VV е  #227 [{э3/ а г 'а ^ 3-'у (г ,# ) }2^  < С • У 2 (/ = 0,1), (2.31)

0 2,2.г

получаем, что V/ е  [0, Г ] :

| | 0 > , ) -  0 > 2 ) | |* 2з;2( * с„ • | |у ,  -  V, 1 ^ 3 , 2 ,  (2.32)

где Сц > 0  - некоторая постоянная, не зависящая от у ,,у 2 и  

/ е  [0, Т].

Повторно пользуясь неравенством (2.32), получаем, что 

V/ е  [0,7-]:

Ц & ^ . Ь й Ы и  Ч 1 а ( а > , ) ) - а ( а к ) 1 ^  й с .  • Л а к ) -
х ' '' о

- а , ( у2% / г < с ;  ■ | | | | у ,  - у 2| | ^ ф г <

I
^С„2 - | г - | К - у2|2в„  ^г,
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} { \  11 2,2,Г

Таким образом, при любом фиксированном и е  В 2,1
1,1,Г  5

\ / у 1 , у 2 е  5 23 2 г и  к {к -  1,2 , • • •):

к

||е.‘ к ) - а ‘ Ы и  - у 2| (2 .зз)
Г2.Т  У / Й  "  '

Из (2.33) видно, что при любом фиксированном и е  5 12;1г 

оператор ()и, действующий в пространстве в^’2 г , удовлетворяет

в нём условию Липшица, а его некоторая итерация (даже начиная 
с некоторого номера, зависящего от и , все итерации) является в 
В \ х Т сжатым. Следовательно, в силу обобщённого принципа

сжатых отображений, оператор ^ и имеет в В \ \ т единственную 

неподвижную точку V:
у = 2  + ;ф&(м,у)). (2.34)



Таким образом, для каждого фиксированного и е  В 21,1,Г
уравнение (относительно у )  (2.34) имеет в В22Т единственное 

решение V. Сопоставив каждому и е  В 2\1Т единственное решение

V е  В2\ т уравнения (2.34), получаем некоторый оператор Н:

Н (и) = \  = Т  + 9>(&(и,\)), (2.35)

действующий из В 2\'т в В ъ{ \  т. Так как В2 22 т а  В ^ г , то оператор 

Я  действует в В 2\'т. Покажем, что он действует в В 2\'т вполне 

непрерывно.
Пусть г - любое положительное число, а К г - замкнутый 

шар пространства В 2\'т с центром в нуле и радиуса г .  Тогда, 

пользуясь оценками (2.30) и (2.31), аналогично (2.26), легко по­
лучить, что \/и е  В 2\'т и 1 е  [0, Т ]:

И » | й3-2 дЗ,22̂.2,/ М И

<

<

<

,2
'2,2,7-

+ -

+ 2И Ф к

• 7 4 1 1-1{ ! г,{),\{т,с)1'Сс1&т<

ш 2*,

Ф И * +

4^3 Г 2^2
ап"

4(ъ Г 2^2

ап* чогя2

4ЧЪ Г 2^2
а п *

0 0 
/

— ■741 \ - Р , + В , Ц ^ т

•Г + 1 к < / - г +
41

а п

21
алГ

•Г + 1 ■В. ■

I

ЛУ „3.2 Лт,
2,2,г

(2.36)

где > 0, Вг > 0 -  некоторые числа, зависящие от г . Из (2.36), 
применив неравенство Р.Беллмана, получаем, что У и е  Ж г :

4(,ъ
И » ) | ,

2
«3.2

2,2,7”
< 2

ал'
•Г + 1

а п
■Л -Г  •

123



4?3 ( 1(1 г  ,1 ■вг -т\ехр 4 ---- т-Т + 1
а к у  а п  у \

(2.37)

Из (2.37) следует, что множество НЖ г ограничено в В2~т_ 

Покажем, что оно компактно в ВХ\1Т. По определению оператора 

Я :
. П К

\ / и е Ж г Я (и ) = У = 2 \ и( 0 8 т — х,
п = 1

причем:

2 2 Л’

2 2 \

1 - е
2 с

У/ п + — Г Г  а п '  к

О О
1 - е с о к ~ а / а / г . (2.38)

Из (2.38) следует, что \/и  (я = 1,2,-•• ) и / е  [0, г ] :

е ' 'V ,  + —  Ш и {и ъ )М и с))« к ~ -д :1 с ,
С  ПК  • I

2а и к I I 2 2 а п  7г /
---?—(/-Г) А7ЯГ

'  соя—  (2.39)
о о

Для каждого фиксированного п (п  = 1,2,—) совокупность п- 
ых компонент всех элементов множества НЖ г (т.е. совокупность 

всех функций у „ (0 , определяемых формулами (2.38), когда и 

меняется на множестве Ж г) обозначим через (Я.Ж,)и. Из (2.37) 

следует, что \/у и(/) е  (НЖГ \  :

Г . ( 0 | и , г ] * с г , | | г ; ( , ) | ф г ] < С г . ( 2 . 4 0 )
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Далее, пользуясь обозначениями ,*/, и Вг, использованными 
при получении неравенства (2.36), и оценкой (2.37), из (2.39) лег­
ко получить, что \/у„(О е (ЯЖГ)и и г е [(), Т ]:

к (4 - Ы+—̂  ̂))]2 ̂  +Г «Л" ^

1^ I \ Ч I 2 2 22ш/Г гг Г ГГ / «Л / <Л\12 , ОСП п
+-

а2 -■41- П — к 1 +

^ +5'- ‘Нк }2 +5'- -1Н1к }2̂
ап2л2 , , 2 /- г „ и  Т-сспл г -  ^

Д - К  + Д . <  - Л - г -
к. пл С

[. -и+^-срым,
и, следовательно:

К < 0 ||ф .г, * < /> ) •  (2.41)

Из (2.40) и (2.41) следует, что множество (НЖ г)п, как огра­

ниченное в С(2)[0, Г] множество, компактно в С(1)[0, Г} А из ог­
раниченности в #2 2 7 множества НЖ г следует, что для него, рас­

сматриваемого как множество пространства В 2ХТ, выполнено ус­
ловие б теоремы 1.1 главы I. Таким образом, последние два фак­
та, в силу теоремы 1.1, обеспечивают компактность множества 
НЖГ в 5 2;'г .Этим мы показали, что оператор Я  действует в про­

странстве В 2\1Т компактно.

Теперь покажем непрерывность оператора Я  в В 2’х т. Пусть 

и0((,х) - любой элемент пространства 5 2;'г , а {ик(1,х)}™=1 - любая 

последовательность, составленная из элементов В 2ХТ и сходя-

<-
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щаяся в В 2\]т к и0(( ,х ) при к —> оо. Примем обозначения: 

# ( и 0) = уо и н (ик)= ^к = Очевидно, что

д$1д?дх"‘ик{1,х\ <С0 (5 = ОД;/ = 0,1;Л = 0 ,1 ,2 ,-) , (2.42)

—>0 (у=0,2;/ = Од) при к —> оо. (2.43)

С(»г)

а'/Зг'йс ' ' (ик (/, х) -  и0 (/, х))
Фг)

Пользуясь соотношением (2.42), аналогично (2.39), 
\/А: (к = 1,2,...) и / е  [0, Г] имеем:

||Я(м4)-Я (м 0| ^  =|у* - у0|24 1  = И ^ й(«*.у* ) - ‘Я « о,у0) |^ 2 <

2^3 (  212
а л ат?

< 4(? Г 2^2
ал-

/ I

а л 1

•Г+1 •

•Г + 1 •

Щ (г, 4  п (г ,  %))-М,1<0{ т, й  уо(г, ̂ ))}2̂ г  < 

Я м » ,  (г, ̂ ), у, (г, %)) -  М и к (г, V о (г, ̂ ))} 2̂ г н

о о 
/ *

о о

I  /М « *  (г, 4  уо (г, ̂ )) -  . ^ й(г, ̂ ), у0 (г, #))}2̂ г  ] 

И ^ У о Ь ^ Ц р У ,

<
о о

4^3 ( и 1
а л

и  
+ —

ал?

и  2е

•Г + 1 г̂(Ог)

а л а л
•Г + 1 с ‘ Л К “ уо1ЦгУг ’ (2.44)

где С>0 - некоторая постоянная.
Из (2.44), применив неравенство Р.Беллмана, получаем, что 

Ук (к = 1,2,— ■):

И " . ) - » ( " « ! =  V, - V < 41 { 2И2
к у 0 «3,2 -  42,2,7" а  Л

Г + 1
а л '

• ехр<
4^3 (  212

а л
•Г + 1

а л "
С Т
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Пользуясь соотношением (2.43), определением &{и, у),

Из (2.45), в силу (2.46), следует, что 
||Я  (ик) - Н ( и 0 )|| , ,   ̂ ->  0 при к -»  оо.

Этим доказано, что оператор #  не только непрерывно дей­
ствует в В 2\ \ , но и он непрерывно действует из В 2\1Т в В ъг \ т.

Таким образом, доказано, что оператор #  действует в про­
странстве В 2ХТ вполне непрерывно.

Наконец, из неравенства (2.37) следует, что \/и  е  Ж г :

Из (2.47) видно, что для любого достаточно большого фик-

малых значениях Т  правую часть (2.47) можно сделать < г 2. Та­
ким образом, любой фиксированный замкнутый шар Ж г про­

странства В 2''т достаточно большого радиуса г при достаточно

малых значениях Т  преобразуется в себя оператором Н вполне 
непрерывно. Следовательно, в силу принципа Шаудера, при дос­
таточно малых значениях Т  оператор #  имеет в В 2ХТ по крайней 

мере одну неподвижную точку и :

т.е. соотношением (2.24), и тем, что у0&х(/,х ) ,у 0 ш (/,х) <= Ь2(3)т), 

легко показать, что
при к —̂ со. (2.46)

(2.47)

сированного г (например, для г 2 > Л 2 2, 2 ) при достаточно^ "2*2.Г

и = 2  + (2.48)
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Так как Я  действует из Вх \'т в В2 22 Т и Я (и) = и , то 

и(( ,х ) е  В1%т . Тогда для найденной функции и(1,х) справедливо

равенство (2.25). Пользуясь равенством (2.25) и обозначением
(2.5), равенству (2.48) можно придать следующий вид:

г д с Л
.............1 ’ (2.49)и((,х) = 2(1,х ) + !? — {&(и(1,х))} .

I дх

Если принять обозначение и(1,х) = ^ и п(1)§\п— х, то, оче
л=1

видно, что равенство (2.49) равносильно следующей системе:

« „ (О  =  <Рп + а п 1 тс1
■ч'п +-

2 г
а п  п  >>д%

\ - е
-(1-т )

соз—  %с1%(1т ( /е [0 ,г ]  ;п = 1,2,---)- (2.50)
I

Далее, если пользоваться условием 2 с  данной теоремы, то 
(обратным интегрированием по частям по ^  один раз) системе 
(2.50) можно дать вид (2.4). Таким образом, коэффициенты Фу­
рье ип(1) найденной неподвижной точки и ( / , х ) е 8 , д  оператора 

Я  удовлетворяют на [0,Т] системе (2.4). Тогда справедливы (2.6) 
и (2.7). Из структуры пространства В 22Г следует, что

м(^х),ыД^х),мх( / ,х ) ,м ^ х ) ,ы м (^л;) е  С (Э Г), 

иш (1,х), иххх(1,х) е  С([0, Т ] ;Ь2(0,1)).
Кроме того, очевидно, что

У (« (/,х)) е  ф т ) , {&(и(1,х))} е  С ([0 ,г ] ; Ь 2(0,*))
дх

и, в силу условия 2б данной теоремы,
У * е [0 ,г ]  &{и(1,х))\х=0=&(и(1,х))\х=( = 0 .

Тогда очевидно, что при любом фиксированном / е  [0, Т]
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^ \ - \ 9 ( и ( 1 , х ) ) $ т — хА с \* т — х  = & (и(/,х)) Ух е  [о,/?],
п=1 [  ̂ о ^ \ ^

т.е. всюду в 3)Т

= &(и(1,х))  . (2.51)

Далее, из систем (2.6) и (2.7), пользуясь равенством (2.51), 
легко получить, что при любом фиксированном ( е  [О, Т]

ии (/, х) = аи1хх (/, х) + & (и(1, х)) (2.52)

для почти всех х е [0 ,  ^]. Следовательно, равенство (2.52) имеет
место почти всюду в 3)т, т.е. функция и(1,х) удовлетворяет 
уравнению (2.1) почти всюду в %т . Из (2.52) также следует, что 

^ х ) е С ( [ 0 , Г ] ; 1 2(<М)).
Очевидно, что функция и(1,х) удовлетворяет всем услови­

ям (2.2) и (2.3) в обычном смысле. Таким образом, найденная 
функция и((,х)  является решением почти всюду задачи (2.1)-
(2.3).

А из условия 2а данной теоремы следует, что функция 
Г \1 ,х ,их,---,и5) удовлетворяет в области 3)т х (-оо,со)5 локально­

му условию Липшица по \их,---,и5), причём с постоянными (не
зависящими от / и х) коэффициентами Липшица. Тогда, в силу 
теоремы 2.1, задача (2.1)-(2.3) не может иметь более одного ре­
шения почти всюду. Таким образом, теорема доказана.

Зам ечание 2.2. Следует отметить, что единственное реше­
ние почти всюду и(1,х) задачи (2.1)-(2.3) наряду со свойствами 
(требуемыми по определению) и11((,х),и1хх((,х) е  Ь2(3)т) обладает 
более сильными свойствами:

ип( / ,х),и1хх((,х) € С([0,Т];Ь2(0,()).

Теорема 2.3. Пусть
1. Функция (р{х) трижды непрерывно дифференцируема на
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[ 0 ,4 <р1У(х) е  Ь2(0Л)  И <р(0) = ср(И) = ^ г о ;  = <р”(1) = 0;

функция у/(х) дважды непрерывно дифференцируема на

2. а) Функция Р (( ,х ,и х,---,и5) дважды непрерывно дифферен­

цируема по переменным х ,и 1,---,и5 в замкнутой области

б) выполнено условие 2в теоремы 2.2.
Тогда существует в малом единственное в целом классиче­

ское решение задачи (2.1)-(2.3).
Д оказательство. Теорема доказывается по идее доказатель­

ства предыдущей теоремы 2.2. Поэтому укажем лишь схему до­
казательства данной теоремы. Для каждого фиксированного 
и е  В*\2Т рассмотрим в 5 24,23т следующий оператор ()и :

()и(ч) = 2  + 8Р(&(и,\)), 

где функция 2(1, х) определена соотношением (2.22),

лишь тем, что если в развёрнутом выражении (2.54) в двух (всего 
лишь имеющихся) слагаемых линейные множители и1ххх(1,х) и

ихххх({’х ) заменить соответственно множителями у^и (/,х ) и 

у хххх(1’х ) ’ то получим <&>(и(1,х),\(1,х)).
Тогда, очевидно, что:

[0,/], Щт(х) е  Ь2(0,1) и ^ (0 )  = у/(1) = у/"(0) = у/”(С) = 0.

2>г  х ( -  оо, со );

\

У

(2.53)

а функция 3>(и(1,х),\(1,х)) отличается от

у  {Г(/, х, и(1, х), и , (/, х), их ((, х), и,х ((, х), и а  (I, х ) )} (2.54)

дх
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4,3
2,2,7 *Из условия 1 данной теоремы следует, что 2 ( ( , х ) е В  

Далее, повторив схему доказательства теоремы 2.2 (лишь с той 
разницей, что везде нужно: вместо В 2\1Т брать В^ т , вместо

5 23,2Г брать В*2 Т, в оценках (2.6) и (2.9) справа добавить множи-

тель , вместо 5 = 0,2 брать 5 = 0,3, а в (2.28) и (2.31) вместо
\7Г )

д3/д (‘дх^ '  брать д4/д('дх4~‘), легко показать, что для каждого

фиксированного и е  В Х2Т уравнение

V = 2  + 9'(3>{и,\/У)

имеет в В 4'1Т единственное решение V. Сопоставив каждому

и е  Вх’хт единственное решение V е  В 4' \т последнего уравнения,

получаем некоторый оператор Н\
Н (и)  = V = 2  + уР(&(и,у)),

действующий из В ^ т в В 4’1Т. Далее, как при доказательстве 

теоремы 2.2 (с той лишь разницей, что вместоВх\[т нужно брать 

5 |3’]2г , а вместо В2\ т брать В 4 т ), показывается, что оператор Н  

действует в пространстве 5,3’2Г вполне непрерывно и при доста­

точно малых значениях Т  имеет в Вх'хт по крайней мере одну не-

, ч ^  ч . п л  
подвижную точку и(1,х) = 2 ^ „ ( 0 8Ш— * > принадлежащую даже

п=1 ^
пространству В 4'1Т. Тогда для найденной функции и((,х)  спра­

ведливо равенство (2.55). Пользуясь равенством (2.55) и обозна­
чением (2.5), равенству

и = Н (и)  = 2  + &’(& (и ,и )) 
можно придать следующий вид:

и(1,х) = 2(1,х) + 0>
дх

Отсюда, по определению оператора (см.(2.53)), имеем:
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«и(0  = ^и + 2 2 а п  л
1 - е ■Уп —

г е  'Л  о 2
а п  л ■ /ЬгМ-м».

1 - е
- ( 1 - Т )

(( е [0,г];и = 1,2,---). (2.56)
*

Далее, если пользоваться условием 2б данной теоремы, то 
(обратным интегрированием по частям по 2, два раза) системе 
(2.56) можно придать вид (2.4). Таким образом, коэффициенты 
Фурье ип{1) найденной функции и(( ,х ) удовлетворяют на [О, Г] 
системе (2.4). Тогда справедливы (2.6) и (2.7). Из структуры 
пространства В2 Ъ2 т следует, что

и((,х),и,((, х ), их (,(, х), (/, лг), (/, х), (Г, х),

“ «*(*>*) е  С(2)т),и1х1х((,х),ихххх(1,х) е  С([0,Г];Г2(0,^)).
Кроме того, очевидно, что

-л >̂2
х)), —  {&Ц*, х))} е  С (3)т), —  {./(»(?, *))} е  С([0, т ] ; Ь2 (О, /))

дх дх
и, в силу условия 2б данной теоремы,

V/ е  [О, т] х))| х=0 х))| ^  = 0.

Тогда, пользуясь равенством (2.51) всюду в 9)т, из систем
(2.6) и (2.7) легко получить, что при любом фиксированном 
/ е [ 0 , г ]  равенство (2.52) справедливо для любых х е [0 ,  ( \  т.е. 
функция и((,х)  удовлетворяет уравнению (2.1) всюду в 3)т. Из 
равенства (2.52), в частности, следует, что ип(1,х) е  С(3)т). Даже,

силу того, что .(/,х ) е  С ( [0 ,Г ] ; Ь2(0,1)) и

—  {^(г/(/,х))} е  С{3)т) , получаем, что
дх

ипх(1, х) € С ([0, Т\ ; Ц  (0, Г}).

Очевидно, что функция и((,х)  удовлетворяет всем условиям 
(2.2) и (2.3) в обычном смысле. Таким образом, найденная функ-
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пия и((,х)  является классическим решением задачи (2.1)-(2.3). А 
единственность классического решения задачи (2.1)-(2.3), как и 
при доказательстве предыдущей теоремы 2.2, следует из теоремы
2.1. Теорема доказана.

Замечание 2.3. Следует отметить, что найденное единствен­
ное классического решение и (( ,х ) задачи (2.1)-(2.3) обладает и 
следующими дополнительными свойствами:

« ш ( ^ ) е Ф г ) .  и, Л 1Л  с ([0^ ]  ; ^ М ) .

§3. Существование в целом почти всюду 
и классического решений задачи (2.1)-(2.3) 
для слабо нелинейных уравнений.

В этом параграфе, пользуясь локальными (в малом) резуль­
татами предыдущего параграфа, методами априорных оценок до­
казаны следующие нелокальные (в целом) теоремы существова­
ния почти всюду и классического решений задачи (2.1)-(2.3). 

Теорема 2.4. Пусть
1. Выполнены все условия теоремы 2.2.
2. В области 3)т х  ( -  со,со)5 :

\р ( ( ,х ,и ,и 1,их ,иа ,ихх)\*)< а (( ,х )  +

+ Ъ (( ,х ) -Цм| + \и\ + |ия|)+  с(/)- (\и,х\ + |и „ |)  , (2 .57)

где а ((,х \Ь (1 ,х ) е Ь 2(3)т ), с (0  € Ь2(О,Т).

*) В дальнейшем в некоторых случаях для аргументов функции , • • •, )

мы сознательно будем пользоваться обозначениями ( ,х ,и ,и 1,их,и1х,ихх,
чтобы яснее представить себе соответствующий рост каждого (начиная с 
третьего) аргумента функции Р, содержащего в правой части уравнения (2.1)
соответствующие функции и, и,, их, и 1Х, ихх.
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3. Для каждого К > 0 в области 3>т х [ -  /?,./?]3 х ( - о о ,с о ) 2 : 

| Рх ((, х ,и ,и„  их, и,х ,ихх)\< ак (/, х) + Ьк (() • (г/2 + и I ),

|Ри(1,х,и,и„их,и,х,ихх)| < ак((,х) + Ък(() ■ (и2 + и^ ),

|Рщ ((,х ,и ,и„их,и1х,ихх) < а к(1,х) + Ьк(1 ) \ \и 1х + и*х\\

\КХ (/,Х,«,М„«,,ИЛ,1/„) < а Л(?,х) + 6 д(0 -(ма + и™\\

К  (I, Х» и» и, и1х> )[ ^  (О,

^ (/,х ,и,ип их,и1х,и„ )| < (О,

где ( /,х) е Ь 2(3)т ), Ьк (I) е  Ь2(О,Т ).
Тогда задача (2.1)-(2.3) имеет единственное решение почти 

всюду.
Д оказательство. По теореме 2.2 существует в малом един­

ственное в целом решение почти всюду задачи (2.1)-(2.3). А для 
доказательства данной теоремы ( как видно из процесса доказа­
тельства теоремы 2.2) достаточно установить априорную ограни­
ченность в 5 3,22г всевозможных решений почти всюду задачи

(2.1)-(2.3), принадлежащих пространству В \ ' \т. Итак, пусть

и(1,х) = П(1)^п ~ ~ х ~ любое решение почти всюду задачи
п=\ V-

(2.1)-(2.3), принадлежащее пространству В \2гт . В силу леммы 1.2 

из главы I, функции ип(() удовлетворяют на [0 ,г] системе (2.4). 
Тогда из систем (2.4) и (2.6), аналогично неравенству (2.11), по­
лучаем, что \/7 е  [О, Г ] :

схлг ат? о о

где функция 2(1, х)  определена соотношением (2.22), а оператор 
9  определен соотношением (2.5). Пользуясь оценками
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к к~

V <■ У
и](1,х)<

а
^и1((,х)с1х <

С „ \ 2 _2"  ' К 2
’ ^ ! й2 6 82

Ч

N„2.1 , < К̂
У

й2’1°2,2,/

(2.59)

(2.60)

и неравенством (2.57), из (2.58) получаем, что V/ е  [О, Г]:

И * ,, < 2 ||2 |р„
11 М^2,2,Г 11 ^2,2,7’ (Х Т С а к '

Г + 1 +

24/
ал"“

2 / 2 т + 1 1 VI л-2

а к
2 +

И '-* * !! ,* ,

\ ь \ г , 4 Щ +
л

+ +
л -

V У
с (г) г И в2̂ г^ г = С'1 + г (гН И в| ’> ^ ,(2 .6 1 )

где

„г 24/ 
С = 2  2  ‘ + ——1 ~ В2-1 22 ,2 .Г  а К

( 2 /2
а к

•Г + 1 ||о(/,х)||
2
2̂ (От ) 9

, 24 / 2 Г
е(т) = 2 ( 2 * Г + 1) ■

а к  а к
к
6

2 + +

/  _\2 2 ~

К 1 +
к

•с2(г) |
/

Из (2.61), применив неравенство Р. Беллмана, получаем:

= г— '-2 ’ (2.62)
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т .е .  в с е в о з м о ж н ы е  р е ш е н и я  п о ч т и  в с ю д у  и(1,х) е  В2\ т з а д а ч и

(2.1)-(2.3) априори ограничены в В 2'\т.

Из априорной оценки (2.62), в силу оценок (2.59) и (2.60), 
следует справедливость следующих априорных оценок:

С(Ог) НС(Ог)

с к.

|г/2 (/, х)ск  < С3, ^и2хх (/, х)с!х < С3 V/ е[0 ,Г].

(2.63)

(2.64)

Далее, при условиях данной теоремы, очевидно, что систе­
ма (2.4) равносильна системе (2.50). Тогда из системы (2.50), ана­
л оги ч н о^ .36), получаем, что V/ е  [0, Г]:

+ а п 4 а п

Пользуясь априорными оценками (2.64), для любого 
[о, т] имеем:

'  л '
\и*х(1,х)ск <
0
1
^и1(их)-щх(их)с1х<

л  
6

М 2 я2

К.

и ' \» 2Л и х )Л с  < С4 ■и 2 , (2.66)
2,2,/ 1 "2,2,/

6

к.

и • |»;Л(/,х)^-г<с; • , (2.67)

(/,*)<& <
/_ Л 4 _2 I

Л  и \\2 
--------№

К

\ 1 )
Г 3.2 • Гм̂ ( / , х)й&г< С 4 -||м|Р3,2 . (2.68)

2,2,/ •» 11 "2,2,/ о

С другой стороны, для любых / е [0 ,7 ’] и х е [ 0 , / ]  имеем:

и]х{1,х)<
;г2

V ^  ’ 6
Н11.2 •|« йз,2 , (2.69)
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е ( л \  ( . г  1 ( 7г Л 6 I
|и ^ ( / , х ) Л  < [ ^  • ? Ц 2В,±1, |и ^ ( / ,д с )Л  < р у  ^  .(2.70)

Теперь, представив себе развернутое выражение

од од
$)} з  —  {Г(т,%,и(т, %),ит(г, ̂ ),и,(т, %)мтАт, %),и^(т, <*))}.

пользуясь априорными оценками (2.63), условием 3 данной тео­
ремы и оценками (2.66)-(2.70), из (2.65) легко получить, что 
V/ е  [0, Г ] :

I

3,2 < С5 + [С6(г) ■ и \ 2 с/т, (2.71)
2,2,/ •> °2,2,/

где С5 > 0 - некоторое постоянное, 0 < С6(г) е  Ь(0,Т).

Из (2.71), применив неравенство Р.Беллмана, получаем 
справедливость априорной оценки:

И ?’ Х)|1 й » г -  С 5 - еХ р | | С б (Г ) ^ Г |  -  С 6’ ( 2 ‘7 2 )

Этим теорема доказана.

Теорема 2.5. Пусть

1. Выполнены все условия теоремы 2.3.

2. Выполнены условия 2 и 3 теоремы 2.4.

Тогда задача (2.1)-(2.3) имеет единственное классическое 
решение.

Д оказательство . По теореме 2.3 существует в малом един­
ственное в целом классическое решение задачи (2.1)-(2.3). Как 
видно из процесса доказательства теоремы 2.3, для доказательст­
ва данной теоремы 2.5 достаточно установить априорную огра­
ниченность в В2 Ъ2Т всевозможных классических решений задачи
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(2.1)-(2.3), принадлежащих пространству В*’1 Т . Пусть

Е , ч . VI7Т  —
ип(1)§ш — х  - любое классическое решение задачи

п=1
(2.1)-(2.3), принадлежащее пространству В*'1Т . В силу леммы 1.2 

из главы I, функции ип(I) удовлетворяют на [О, Г] системе (2.4).
Очевидно, что при условиях данной теоремы система (2.4) экви­
валентна системе (2.50), а последняя система, в свою очередь, эк­
вивалентна системе (2.56). Тогда из системы (2.56), аналогично 
(2.65), получаем, что V/ е  [0, Г]:

N „ 4 , 3  - 2  И  4 3 +

41
Вг̂ т а л

Так как каждое классическое решение задачи (2.1)-(2.3) яв­
ляется и её решением почти всюду, то, как видно из процесса до­
казательства предыдущей теоремы, априорная оценка (2.72) 
справедлива и для всевозможных классических решений и(( ,х )

задачи (2.1)-(2.3), принадлежащих пространству В 4'1Т . Тогда, в

силу априорной оценки (2.72), из (2.69) и (2.70) следует справед­
ливость следующих априорных оценок.:

(2.74)С(Эт) ^  С 7’ К М 1 с Г ^  *  С 7’С ( » т )

|м ,^(/,х)й6г< С7, ^и1а {1,х)(1х<С1 \ / / е [ 0 , г ] .  (2.75)
о о

Пользуясь априорными оценками (2.75), \/1 е  [0,Г] имеем:

к. С 2 Л2 л Л
ч.

И»4.з • 'Н ^ .з  , (2.76)
и 4 ^2 ,2 ,/ 11 2,2,/

7Г1
к.

1Н114'3 •[м̂ ’х)^х - С8 ‘Н д «  »(2.77)11 2,2,/ 11 2,2,/
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к,
Я

‘НЕм • \ и] Л ^ х ) ^  ^  С8 ' и * .(2.78)
2 ,2,1 *> 2 2 /

К.

С другой стороны, очевидно, что V/ е  [О, Г ] :
Г „ г \  л

|м ^(/,х)й6с < -з-  • —|Н|д4.| , (*,*)<& <
71

4|М &« -(2 -79)2 2,2,/

Теперь, представив себе развёрнутое выражение

^ 7  { -Ж г, ̂ ))1 = -^ г  №  6  “(г> (г> (г, #>и*(г, ̂ ).ий (^  # ) Ь

имея в виду априорные оценки (2.63) и (2.74), а также пользуясь 
оценками (2.76)-(2.79), из (2.73) легко получить, что V? е [О, Т ] :

I
Г 2 Г 2

^ „4,3 — Сд + Сщ • I 14 „4.3 с1т,
2,2,1  ̂1 Я2,2,г

(2.80)

где С9 > 0  и С10> 0  - некоторые постоянные, не зависящие от и 
и I . Из (2.80), применив неравенство Р.Беллмана, получаем спра­
ведливость априорнои оценки:

Ци(/,х)||*4.з < С9 -ехр{С10 -Т} = С „ .
2,2,Т

Этим теорема доказана.

(2.81)

§4. Существование в целом почти всюду и 
классического решений задачи (2.1)-(2.3) 
для сильно нелинейных уравнений.

В этом параграфе рассматривается следующий специальный 
вид уравнения (2.1):

и„ “ ««** = ° Х их )■■ ■иXX + А х »и) + Е{(,X,и,и, , их, и,х, )
(о < 1 < Т ,  0 < х < I )  (2.82) 

и доказываются теоремы существования в целом почти всюду и 
классического решений задачи (2.82), (2.2), (2.3) для достаточно 
широкого класса уравнений (2.82), правая часть которых по пе-
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ц -------------  —

ременным и,и, и их может иметь при и\ + \и{\ + \и\ —> оо рост вы­

ше линейного.
Теорема 2.6. Пусть

1. Выполнено условие 1 теоремы 2.2.
2. а) Функция ег(у) дважды непрерывно дифференцируема на

(—оо,со);

б) а ( 0 )= 0  и сг'(у)>  0 У уе(-оо,оо). (2.83)

3. а) Функция / ( х ,и ) непрерывно дифференцируема по совокуп­
ности своих переменных в замкнутой области
[ 0 , ф ( —оо,оо);
б) / ( 0 ,0 )  = /(Д О ) = 0;
в) в замкнутой области [0 ,/]х  (-оо,со)

и

{ / 0 , = <?(*> и ) < С - ( \  + и 2) - § ,  0 (и), (2.84)
о

где С > 0 - некоторая постоянная, а функция § 0(и ) > 0 непре­
рывна на (-со, со).

4. а) Выполнено условие 2 теоремы 2.2;
б) в области 3)т х ( -  со, со)5:

/ ф ,х ,и,ип их,и1х,ихх)-и1 < С • {1 + § 0(и) + и2 + и 2 + и2х }+

+ е0-и2а , е0 < а ,  (2.85)

где С>0 -  некоторая постоянная, § 0(и ) - функция, фигури­
рующая в (2.84), а а  > 0 - число, фигурирующее в уравне­
нии (2.82);

в) У К >  0 в области 3)т х [-/? ,/? ]х(-оо,оо)4 :

- Г { ( , х ,и ,и , ,и х,и,х,ихх)-ихх <

< Ск • {1 + и] + их + и]х + и]х ■ и2х + и 2хх + и 2хх ■ и 2}, (2.86)

где Ск > 0 - некоторая постоянная;

г) \/К > 0 в области 3)т х [ - /? ,/? ]х (-0 0 ,0 0 )х [- /? ,/? ]х (-00 ,00 )2 :

! р '{1,х,и,и„их,иа ,ихх) <
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+ Ы  + К |  + К г К |  + |м« | + КххГмГ> (2.87) 
где Ск > 0 - некоторая постоянная;

д) выполнено условие 3 теоремы 2.4.
Тогда задача (2.82), (2.2),(2.3) имеет единственное решение 

почти всюду.
Д оказательство . Как мы уже знаем, для доказательства 

данной теоремы достаточно показать, что всевозможные решения 
почти всюду и(( ,х ) задачи (2.82), (2.2), (2.3), принадлежащие

пространству В2т  , в нём априори ограничены. С этой целью 

умножим обе части уравнения (2.82) на функцию и ,( / ,х ) ,  проин­
тегрируем полученное равенство по х  от 0 до I  и произведем 
интегрирование по частям по х  один раз во втором слагаемом 
левой части. Тогда V/ <= [О, Т] получаем:

1 а  1
2 с/1

|м,2(/,х )^х  + а  • |г /2 (/,х)й6г =
о о

е
= \о ’{их (/, х)) • ихх((, х) ■ и, (/, х)с!х+ | / ( х ,  и((, х)) • и, (/, х)с1х+

о о

^Р(1, х, и(1, х),иг ((, х),их(1, х),и1х((, х),ихх(1,х)) ■ и, (I, х)с1х= 
о

е ^  е
= -  |сг(мх(/, х)) • и1х((, х)ск+—  |,д(х, и((, х)]с1х+

0
1

+
О

О
(

+ |^(/,х ,м (^х),иД /,х),г<х(/,х),мй(^х),м ^(/,х))-нД /,х)б/х, (2.88)
О

где § (х ,и )  - функция, фигурирующая в (2.84), т.е.

ё'и(х ,и )  = / ( х , и ) .
Интегрируя равенство (2.88) по 1 от 0 до I и пользуясь нера­

венствами (2.84), (2.85), получаем, что V/ <= [О, Г]:
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ц

1 1 ' 1 \ 1
— |и,2(/,х)й?г + а  Л  и 2а(т,х)с1хс1т < — 2{х)ск -
2  о оо 2  оо

( I
-  | ^<т(их{т,х))и1х{т,х)скс1г + С ■ |{1 + и 2(1,х)}с1х -

0 0 о
е (

-  ^§ц(и(1,х))с1х -  ^§(х,(р(х))с1х + С • I  ■ I + С •
о о

Г г / 11 I е
1 I  |я о ( м(Г’х ))^х^ Г + ^ и 2 (т,х)с1хс1т + |  |м г2(г ,х )й к /г +
.0 о 

г е
о о 

! е
о о

Ц м 2( г ,х ) (3 ^ г | +е0 ■ (т,х)с/хс!т.
о о о о

Пользуясь условиями (2.83), \/1 е  [О, Г] имеем:
1 г е С1 ^
! Н “ Х(т,х))иа(т,х)с1хс/т = № |сг(ил.(г,х))ии(г ,х )^ г \с1х=
о о о 1о

О

е <р'(х)

(  их (1,к) (  « , ( / , * )  (  \и х(!,х)

= ^<у{б)с16 -с!х- и ^<т{б)с10\с1х= и ^с?{в)с19\с1х-
о (  (Р\х) 

I  9>'(х)

о I о

|  |сг(в]с /вс/х> -^  ^ст{0)(10с!х,
0 0 0 0 

ибо \/1 е  [О, Г]
е
|  ^<у(в)с/вс1х > 0.
о о

Следовательно, V/ е  [О, Т ] :
I I  (

-  |  |(т(их(г,х ))м к (г,х)а?х:б/г < |  |ег (в)с!вс1х< С,,
(  их(1,х)

о о о о
где С, > 0 - некоторая постоянная.

Далее, очевидно, что V/ е  [О, Т] и х е  [0,^]:
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„ ф ,х )  = <р(х)+ 1ит(т,х)с/т,
о

Ж? I I (
0Ли2(1,х)с1х < 2 ^(р2(х)с1х + 2Т  ■ | | г / 2(г ,х )< э^г; (2.91)
'гР 0 оо

/ *
и у(1,х) = <р(х)+ Ци^(т,^)е/ф/т,

о О
/ I

Ь и 2(/, х) < 2(р2 (х) + 2Г ■ * • |  | 4 ( г ,  (2.92)
о о

Ь - / I I I Сг ( Л
\\и\т,х)сЬсс1г<2Т■ \р (х )ск+ 2Т-е  • П \ \ и 0х(в,х)с1хсБ^ц (2.93)
оо о о [о о )

I
*л , х{1,х) = (р'{х)+ |м я (г,х)с/г,

О
(

1ЯГх(1,х)<2(<р\х))2 + 2 Т  ■ | / ^ ( г ,х ) ^ г ,  (2.94)

I

#»ео

( I I Гг ( Л
№  (т,х)с!хс1т < 2 Т ■ ^ '( х ) ) 2с/х + 2 Т • Ц | | и2вх(6,х)с!хсю\с1т.(2.95) 
гоа о о о [о о ]

Теперь, пользуясь оценками (2.90), (2.91), (2.93) и (2.95), из 
(2.850) получаем, что V/ е  [О, Т \ :

, (  I I  I
— | и 2 (1,х)с1х + (а  -  е0 ) Ц 4 ( г ,  х)с1хс1 т+ | ^ 0(г/(?,х))<& <

0 0 0 о

1 1 (  1 Л (
^ —| ^ 2(х)йЬг +С , + С- ^ + 2|^>2(х)^х -  |§-(х,<^(х))<^х +

о V о )  о

( е
+ С • I  • Т + 2С ■ Т ■ \<рг{х)<Их + 2 С -Т -  | И х ) ) 2Л  +

о о

I Г е г (
+ С • \ \ ( 2 Т  + \ ) \ и 2т(т,х)с1х + 2Т({2 + 1) |  \ и 2вх(9,х)с1хс10 +

О О



1 Г е
+ \§ 0(и(т,х))с1х \с1т < С2 + С3 • и  | и 2т(т,х)с1х + 

о ] О [о
те е Л

+ |  ̂ и2вх(в,х)<±(с1в + | ^ 0(м ( г , х ) ) й6с \с1т, (2.96)
о о

где

С2 = С , + С -^ -(1  + Г )+ 2 С -(1  + Г)- ] У ( х ) Л  +
О

+ 2СТ  • |(^ '(х ) )2б/х + | ^ 2(х ) ^ х -  |§ (х ,^ (х ))с /х ,
2о о

С3 = С -(1  + 2Г + 2 Г - Г ) .  
Если принять обозначения

™ { ^ а - г ° |  = ^  ?  = С4’ ^  = С*’ 

то из (2.96) получим, что V/ е  [О, Т ] : 
е г I е
|и 2 (I, х)с!х + |  |и 2 (г, х)с!хс1т + |§ 0 (м(/, х)у1х <
О 0 0 о

, Се те е Т
< С4 +С5 • Ц ]ы2 (т,х)сЬс+ 1 К  (в,х)с1хс1в+ |§ 0(г/(г,х))й6гмг. 

о [о 0 0 о )
Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана, получаем, что

VI е  [О, Т ] :
е 1 е е
|м2(/,х)^х+ | |м 2Дг,х)й6гй^+ !§■„(«(/,х))с6с<С4 • ехр[С5-Т} = С6.
0 0 0 о
Таким образом, установлены следующие априорные оцен­

ки:
е
\ и 2{их)с!х < С 6 V/ е  [0,Г], (2.97)
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Т  I

^ и 2а (1,х)<1х<11 < С 6 , (2 .9 8 )
О О

I
| §0(и (( ,х ))ск< С 6 V/ е  [0 ,Г ].
о

В силу априорной оценки (2.98), из (2.92) и (2.94) следуют 
следующие априорные оценки:

<2" >
(
\ и 2х{1,х)с1х<К У /е [0 ,Г ] .  (2.100)
о

Далее, очевидно, что \/( е  [0, Т] и х е  [0 ,/]:

о
Следовательно:

I
]и, (I, х ) 1 [0 (] < 1 - \ и ] х (I, х)с!х V/ €  [о, т \  (2.101)

о
Теперь, представив уравнение (2.82) в виде 

аи1хх = и„ -  <т'(их)-ихх-  / { х ,и ) - Г { ( , х ,и , и , ,их,иа ,ихх),

умножив обе части этого равенства на функцию ип (?,х), интег­
рируя полученное равенство по х  от 0 до ( ,  пользуясь априорной 
оценкой (2.99) и соответствующим неравенством (2.86), получа­
ем, что V /е  [О,Т]:

с1  ̂ ^
^и2хх(1,х)с1х < ^и„{1,х)ихх(1,х)(1х -

2 Ж и и

( I
-  |с г '(их(1 ,х ))-и2хх((,х)с1х-  | / ( х ,и ( / ,* ) )  ■ ихх(1,х)с!х + 

о О
(г е е

+ СК - { + СК ■< |м,4(1,х)с/х+ ^их(1,х)с1х + ^и2х((,х)с1х + 
[о о о
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I

+ ^и2х{1,х)и2х{1,х)с1х + |м ^(/,х)(&  + ]и ^ (/,х ) ■ и^((,х)с1х >. (2.102)
О 0 0 }
Очевидно, что \ / 1  е  [0 , Г ] :

Г I  I  Г <  1

\ \ и Т1{т,х)ихх(т,х)(1хс1т = N \сЬс =
оо о I о

( (
= |м, (I,х)им ( / ,х)б& -  |^ (х )^ " (х )й ^ -

0 о
1 ( I

-  | | м г(г,х)мгх1(г,х)б/х^г = -  |<р"(х)^(х)о!х +
0 0 о
г ( I е

+ ^и1((,х)ихх(1,х)с/х + | |ы ^ (г ,х )< & ^ г  < -  |^"(х)^(х)<&  +
О 0 0 о

Т (   ̂ I (

+ | | м 2 (т,х)с/хс/т-\------ ^ ( ( , х)сЬс + е - |н^(/,х)й6г, (2.103)
0 0 4б: о о

где е  > 0 - любое число. Но мы будем считать, что е  - фиксиро­
ванное число, удовлетворяющее условию:

0 < е < ^ .  (2.104)

Тогда, пользуясь априорными оценками (2.97) и (2.98), из
(2.103) получаем, что V/ е  [0, Т ]:

1 ( е
| | м гДг,х)мхг(г,х)й6гс/г < С7 + е  • |м^(/,х)о!х , (2.105)
оо о

где С7 > 0 - некоторое постоянное.

С другой стороны, в силу (2.83), V/ е  [0 ,Г ] :
I

-  1<у '(их(I,х))м^(/,х)с/х < 0 . (2.106)
о

А в силу априорной оценки (2.99), VI е  [0 ,Г ] :
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е <>
-  1 /(х ,и (1 ,х ))ихх((,х)с/х< \\ /(х ,и (1 ,х)) \]ихх(1,х)\1х < 

о о
( (

^  с % • | г ^ ( / , х ) |^ < С 8-^ + С8 -|м^(^,дг)й6г, (2.107)
о о

где С8 > 0 - некоторое постоянное.

Далее, очевидно, что V/ е  [0,Г] и х е  [0,^]:
X

их(1,х)=  (2.108)
ч

где х 0 = х 0(() е  (0,(.) такая точка, что их(1,х0) = 0 . Из (2.108) сле­
дует, что \/1 е  [0,Г] :

1 Ы '’х )|1с[<м] ~ г ' (2.109)
о

Теперь, пользуясь неравенствами (2.101), (2.109) и априор­
ными оценками (2.97), (2.100), V/ е  [О,Г] имеем:

( I е (
^и*{1,х)(1х < (.■ |м^(*,х)с6с- ̂ и 2{1,х)<к < С 6 -1- |м 2(/,х)^х: , (2.110)
0 0 0 о
( е е е
^иАх(!,х)сЬс < (■ |м ^(/,х)с/х- |м 2(/,х)с& < К -1 -  |м^(?,х)</х, (2.111)
0 0 0 о
( ( I
^и2х(1,х)и2х{1,х)с1х < I  ■ |м ^ (/,х )^ х - ^и2х{1,х)(Ьс, (2.112)
о 0 0
( ( (
|м 4Д/,х)м,2(?,х)о!г < (. ■ |м 2(/,х )^х - |м^(/,х)й6г . (2.113)
О 0 0

Интегрируя обе части неравенства (2.102) по / от 0 до / ,  
пользуясь оценками (2 .105)-(2.107), (2 .110)-(2.113) и априорной 
оценкой (2.98), получаем, что е  [0 ,Г ]:
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\  к. <.

— - е  • ^и гхх{1 ,х)с1х < — | ( ^ / '( х ) ) 2^х  + С7 + С8 -1 -Т

+ Ся -1 -Т  + Ск -С6 -1-С 6 + С к -С6 +

+

+ | |  (С8 + Ск • К-1 + Ск ) + 2С0 • I  ■ |м г2г(г,х)й6с ■ |м 2г(/,х)б/х>б/г. (2.1 14) 
о [ I  о о ]

Из (2.114), пользуясь условием (2.104), получаем, что 
У * е[0 ,Г ]:

е г ГГ ( 1 е
1̂Гхх(1,х)с1х <Сч + С9 ■ |< 1+ ^и2тх(т,х)с1х ■ ^и2хх((,х)с1х>с/т,

о о [ I  о ]  о \

где С9 > 0 - некоторое постоянное. Из последнего неравенства, 
применив неравенство Р.Веллмана, и пользуясь априорной оцен­
кой (2.98), получаем, что V/ е [0 ,7 ]:

е
|м 2х(/,х)й6с< С9 • ехр {С9 -(Т+С6)} = С10,
0

т.е. справедлива априорная оценка:
1
|г/2г(/,х)с/х<С,0 У /е [0 ,Г ] .  (2.115)

Из (2.109), в силу априорной оценки (2.115), следует спра­
ведливость априорной оценки:

1к('>*)||С(Эт) ^ к  • (2Л16) 
Кроме того, в силу априорной оценки (2.115), из (2.113) 

имеем:
С I

^ 1 х(1,х)и2((,х)с/х < С]0 • I  ■ [и2 (1,х)с1х \ / / е [ 0 ,Г ] .  (2.117)

Далее, аналогично (2.58), \ / /е [ 0 ,Г ]  имеем:
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„2,1 — — ~  д 2,1 1 л
2,2,/ 11Д2,2,Г

 ̂ 2^2 ^ 
•Г + 1

у ос я 2 у

||{сг'(м, (г, ^))МЙ (г, + / ( ^ ,  и(т, %)) +
О о
+ Р(т,4,и(т,4)>иг(т,^),ие( т ,4 ) ,и ^ (т ,4 ) ,и ^ (т ,4 ) ) ^ ^ т . (2.118)

Из (2.118), пользуясь априорными оценками (2.116), (2.115), 
(2.99), неравенством (2.87), а также априорной оценкой (2.98), 
получаем, что V/ е  [О, Г ] :

I (И (

||г<||2 2Л < Кх + К2 ■ К |г^ (г,х)й?х + | и2тх(1,х)и2(т,х)с1х + 
о [о о

+  | и 2Д г , х ) м 4(г ,х )й & Д  с! т  , ( 2 .1 1 9 )
о ]

где /?, > 0 и /?, > 0 - некоторые постоянные.
Теперь, пользуясь оценками (2.110), (2.117) и структурой 

пространства В ;\ т , \ / г е [ 0 ,Г ]  имеем:
К / 2 г *

| г ^ ( г , х ) с / х  < ---------- ||г/||д2.1 • |г/4 ( г , х ) Л <

I О ^ 2,2,Г о
2 *

< - - С 6 -(-  \и2тх(т ,х)ск-\и^  1Л , (2.120)
Г|  ̂ " 2,2.ги 0

I 2 2 *

| ы ^ ( г , х ) М г ( г , х ) а Ь г <  —  - | Н | д 2.1 ' \ и тх ( г , х ) < &  , ( 2 . 1 2 1 )

О 6 2,2,Г о

2
Гм2 (т,х)и* (т,х)с/х < —  -|У  2Л • Рх* (* ,х )и2т {т,х)ск<

^  г  "°2,2,т  *
6 о

2 *
< — -С10-^- [м^(г,х)й&с-|Уд2,, . (2.122)

А •» 11 2,2,г
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Пользуясь оценками (2.120)-(2.122), из (2.119) получаем, 
что V/ е  [О, Г ] :

|Н1л|.1( + Л 3 • | | | мгх(г >-х)й̂ | ’|Н1в^г^ г - (2.123)

Из (2.123), применив неравенство Р.Веллмана и пользуясь 
априорной оценкой (2.98), получаем:

||и|| .̂, <КГ ехр {Л3 • С6} = К4, (2.124)

т.е. всевозможные решения почти всюду и((,х) задачи (2.82),

(2.2), (2.3), принадлежащие пространству В \ \ т, априори ограни­

чены в В2 \ т . Дальнейшая часть доказательства данной теоремы

совпадает с той частью доказательства теоремы 2.4, которая из­
ложена непосредственно после установления априорной оценки 
(2.62). Теорема доказана.

Замечание 2.4. Для выполнения условия 4в теоремы 2.6 
достаточно выполнение условия:

УК > 0 в области 3)Т х [-/?, В] х (-оо, оо)4

(*)• \р (1 ,х ,и ,и ,,их, и1х, иш)| < Ск ■ I I I 3 2 1 + |н,| “Ь их +

+ к 1+ К 1- К 1+ к 1- К 1+ к + к * 1' м'21’ (2.125)

где С к > 0 - некоторое постоянное. Очевидно, что из выполнения 
последнего условия вытекает и условие 4г теоремы 2.6. Таким 
образом, для выполнения условий 4„ и 4г теоремы 2.6 достаточно 
выполнение условия (*).

Теорема 2.7. Пусть
1. Выполнено условие 1 теоремы 2.3.
2. а) Функция <т(у) трижды непрерывно дифференцируема на

(-оо,оо);
б) выполнено условие 2о теоремы 2.6.

3. а) Функция / ( х , и )  дважды непрерывно дифференцируема по
совокупности своих переменных в замкнутой области
[О, ^ ]х  (-00,00);
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б) выполнены условия 3б и Зв теоремы 2.6.
4. а) Выполнено условие 2 теоремы 2.3;

б) выполнены условия 4,7-4  ̂ теоремы 2.6.
Тогда задача (2.82), (2.2), (2.3) имеет единственное класси­

ческое решение.
Доказательство. Как мы уже знаем, для доказательства 

данной теоремы достаточно показать, что всевозможные класси­
ческие решения и(1,х) задачи (2.82), (2.2), (2.3), принадлежащие

пространству В2\ т, в нём априори ограничены. Так как каждое 

классическое решение и(1,х) задачи (2.82), (2.2), (2.3) является и 
её решением почти всюду, то априорная оценка (2.124) справед­
лива и для классических решений и(1,х) задачи (2.82), (2.2), (2.3). 
Дальнейшая часть доказательства данной теоремы представляет 
собою повторение соответствующей части доказательства теоре­
мы 2.5. Теорема доказана.

Замечание 2.5. Как видно из (2.83)-(2.87), при условиях 
теорем 2.6 и 2.7 правая часть уравнения (2.82) может иметь:

а) по переменным и (при \и\ —» оо ) и мДпри |г /| —> оо) сколь

угодно большой (например, экспоненциальный и ещё больший) 
рост;

б) по переменной и, (при |м,| -> оо ) кубический рост;

в) а по переменным и1х и (при + —> со) лишь линей­

ный рост.
Замечание 2.6. Очевидно, что неравенство (2.85) выполня­

ется и тогда, когда если в его правой части слагаемое е0 ■ и]х за­

менить слагаемым С0 - й , где 8  (0 < 8  < 2) и С0 > 0 - любые 

постоянные (т.е. необязательно С0 < а ).
Теорема 2.8. Пусть

1. Правая часть уравнения (2.82) не зависит от переменной ихх,

точнее сг(у) = 0 и Р'((,х,и,и1,их,и1х) ; выполнены все условия 
теоремы 2.3, условие 3 теоремы 2.7 и условие 4,-, теоремы 2.6.

2. \/К > 0 в области 3)Г х [-/? ,Л ]х (-о о ,о о )3 :
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Рх (I, х ,и ,и п их,и 1х)- и,х + Ри (I, х, и , и „ и х, и1х ) - и х - и1х < 

< Ск • {1 + г/,6 +и2 ■ их + их + и 2х ■ и] + и 2х ■ и 2х + и]х },

Рщ (I, х, и, и,, их, и1х) < Ск • {1 + и 2 + и 2х},

Ри {1 ,х ,и ,и ,,их ,и (х)

Р  (1,х,и,и„их,и1х)

< Ск ■ )1 + \и, I +

< С Д - И +

к|}>

(2 .126)
(2.127)

(2.128) 

(2.129)

I3 ' 
*1х\ )’

| 3  I
*1х\ Ь

(2.130)

(2.131)

(2.132)

где С а > 0 - постоянное, зависящее лишь от К .

3. V/? > 0 в области 3)т х [-/?,7?]3 х (-оо,оо) :

\РХ(1, х ,и  ,иг х,и [х)| ^  С^ *|1 + |х/й

|Ри ((, х ,и ,и„  их, и1х)| < Ск ■ {1 + \ип 

Ри (/, х, и, и,, их,ма )| < Ск • {1 + и]х},

где СК > 0 - постоянное.
Тогда задача (2.82), (2.2), (2.3) имеет единственное класси­

ческое решение.
Д оказательство . Как мы знаем, для доказательства данной 

теоремы достаточно показать, что всевозможные классические 
решения и{(,х) задачи (2.82), (2.2), (2.3), принадлежащие про­

странству Я 4,2,г , в чем априори ограничены. При условиях дан­

ной теоремы, как видно из процесса доказательства теоремы 2.6, 
для функций и{1,х) справедливы априорные оценки (2.97) и 
(2.98).

Теперь дифференцировав равенство (2.82) по х один раз, 
умножив обе части полученного равенства на функцию и1х(1,х) и

проинтегрируя последнее равенство по х от 0 до I , причём про­
изведя интегрирование по частям один раз во втором слагаемом 
левой части, с учётом того, что \//“е [0 ,Г ] и1хх(1,0) =

= и1хх(1,1) = 0 , получаем, что V/ <= [0 ,Г ]:

1 с!
2 Ж

—  \и;х(1,х)с1х+а- ^и2хх(1,х)(1х= / ( х ,и(1,х))• и1х((,х)(1х+

+ Г— 9(и(1 ,х))  ■ и,(1,х)(1х. 
1 дх (2.139)

где
х)) = Р((, х,и(1, х), и, (/, х), их ((, х), и1х ((, х ) ) . (2.140)

Интегрируя равенство (2.139) по 1 от 0 до /, получаем, что 
\/1 е  [0,71]:

+

(2.141)

I I е 11 1 V 2
| |' — \ ии(1,х)с1х + а  | |м ^ ( г ,х ) й ? х б /г  =  — | ( ^ ' ( * ) ) 2 с1х

2 0 0 0 2 о

+ ‘\ \ ^ - { / ( . х , и ( т , х ) ) } - и в (т ,х)(М т  + | |^ - { ^ ( м ( г ,х ) ) }
0 0 й  0 0

■ и п (т,х)с1хс1 т.
Очевидно, что V / €  [0, Т] и х е [0, Р\.

I
ихх(( ,х )  = <р\х)+  |г /га(г ,х )^ г ,

о

[и2хх(1,х)сЬс < 2 | ( ^ " ( х ) ) 2^х + 2 ^ и 2пх(т,х)с1хс1т (2.142)
О 0 0 0

и, следовательно, в силу (2.109), V/ е [0. Г]:

■ Ь  \ и х ( и х ) ^ А < 2 ( - ^ < р \ х ) у - < Ь : + 2 ( ' \ \ и 1 , ( , т , х ) с 1 х с 1 т .  ( 2 .1 4 3 )
0 0 0

Теперь, пользуясь априорными оценками (2.97) и (2.100), а 
также оценками (2.101), (2.142) и (2.143), получаем, что
V г е  [0, Г ] :

к. ч

| м п. ( г ,х ) сЬс < I  + ^ и 2в {т,х)(1х, (2.144)
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л * е (
+ — С ^и1(т,х)с/х ■ < С • {1 + ^ и 2а (т ,х)с1х

2  о о о
I  т (

• |м ^ (г ,х )й Ь с  + / К ,  ( 6,х)с1хс10  },
О 0 0

е л е
^\их{т,х)\\ихх{т,х)\-\игх{т,х)\(к < — \ и 2хх(т,х)сЪс + 
о о

1 1 Г (
+ — | и 2тх(т ,х )и 2х (т,х)с1х < С ■ <| 1 + ^ и 2тх(т,х)с!х +

о 1 о

т Ч. Ч т V.

I

0

| ^ и 2вхх(0,х)с1хс19 + ^и]х (т,х)(1х • ̂ и 2вхх(9,х)сЬсс1 в  >,
0 0 О 0 0 )

I , ( {
^игхх{т,х)\\игх{т,х)\<1х< —  ■ ^и;х(т,х)с1х+8- \и 2тхх{т,х)ск, 
о 0,8 о о

I
| | ит (г,х)| \и„ (т ,х)| • \иа ( г ,х)\с!х < е  • ( г ,х)Лх +

о
I е ( 1

н-------|г /2 (т,х)и2(т,х)с/х < в  • |м ^(г,х)й6с н--------С •
о о 8

е е
■ ^ и 2гх(т,х)с1х • |м^(г,х)йЬс,
0 о

1 I
\\их (т ,х)\\итхх(т,х)\-\итх(т,х)\ск < е  - \ и 2тхх(т ,х)(к  + 
о о

1 г *
н-------|м 2х(г,х)м 2(г,х)й6г < в ■ \и 2тхх(т,х)с1х +

48  о о

1  Ге е те Л
~ С ] и 2гх(т,х)с1х + |г /2 (т,х)с1х ■ \ \ и 2вхх{ в ,х )< Ы в \ ,+ 
е

е е те
и1 (в.х)с!хс/в ,

о о оо ]
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(2.155)

(2.156)
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где С > 0 - некоторое постоянное, не зависящее от и и {, а г > О
- достаточно малое число, выбираемое ниже подходящим обра­
зом.

Теперь, из (2.141), пользуясь развёрнутыми выражениями

—  { / ( х ,и (( ,х ))} и — {^(х,г/(7,х))}, имея в виду обозначение
дх дх

(2.140), пользуясь априорной оценкой (2.99), соответствующими 

неравенствами (2.126)-(2.129) и оценками (2.144)-(2.157), получа­

ем, что V/ € [0, Т ] :

 ̂ ( 1 (
— ]х((,х)с!х + а  | ( г , х)дх(1 г < С, + С2 ■ е  ■
2  О 0 0

I I  г Г” е ^

■ | | г / 2л:(г,х)б/хй,г + И С3 + С4 • (г,х)<&'+С5 ----- \-
0 0 о [I о е

I  (  (  ~ (
+ С6 • — (г , х)с!х ■ |м ^ (г ,  х)й6г + С 7 + С 8- (т,х)с1х +

о
г (, 1  Т С

+ С9 ■— |г/^.(г,х)й&г • ^ 1 1 1 ^ (6 ,х)с1хс!6  \с1т, (2 .158)
о о

где С, > 0  (/ = 1,9) - некоторые постоянные, не зависящие от

и , 1 и ^ .
Теперь, если число е , фигурирующее в неравенстве (2.158), 

фиксировать так, чтобы было С2 • в  < а  , затем перенести второе 
слагаемое правой части неравенства (2.158) в его левую часть и 
разделить обе части последнего полученного неравенства на

пип] , а  -  С2 • е  I , то получим, что V/ е  [0, т]:

I 14 I \ I
\и[х(/,х)с1х + 1 \ и 2тхх(г ,х)с1хс1т < С10 + С10 • Ш + |г/г2л (г ,х )Л  
О 0 0 о I о )
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е те \
^и2тх(т,х)с1х+ ^ и 2вхх(6,х)с1хс1б\с1т, (1.159)

о о

где С10 > О - некоторая постоянная, не зависящая от и и (.
Из (2.159), применив неравенство Р.Беллмана и пользуясь 

априорной оценкой (2.98), получаем, что VI е  [О, Г]:
I I Ч
[и2(/,х)йЬс + 1|м^(г,х)й6гй?г <

о о

< С 10 -ехр<! С,10

Т I

Т  + (т,х)сЬсс1т
о о

< с и .

Отсюда следует справедливость априорных оценок:
и.

^и2х{1,х)сЬс < Сп У ? е [0 ,Г ],
о
Т (| ̂и1х((,х)скЛ <Сп.

(2.160)

(2.161)
о о

Из (2.101), в силу априорной оценки (2.160), следует апри­
орная оценка

Г Л '’*)||С(8Т) - С'2> (1.162)

а из (2.142) и (2.143), в силу априорной оценки (2.161), следуют 
априорные оценки:

I

^и]х{1,х)^х < С,2 \? 7 е [0 ,г ] , (2.163)

(2.164)1 к М | С(йт) ^ С12-
Таким образом, как видно из (2.99), (2.162) и (2.164), для 

функций и(1,х) установлена априорная оценка:

(2.165)
С(1>(2)т)

<К.

Далее, аналогично (2.65), \/(  е  [о, г ]  имеем:
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IIм 11*1,2,1 ~ 2|| + '
4 Г

а к

21 *

а п

\

■Т + 1
/

Очевидно, что V/ е  [0,Т] и х е  [0,^]:
х

ч(‘)
где х0(Г) е  (0,^) такая точка, что и1х((,х0) = 0.

Из (2.167) получаем, что V/ е  [0, Т \.
е

(2.167)

(2.168)

Теперь, пользуясь структурой пространства В2’2Т, неравен­

ством (2.168) и априорной оценкой (2.160), VI е  [0,Г] имеем:
к,

| и 6а (1,х)с1х < Г Я  V  Л " 2 ,| 1,2
Л и  \ и 2А и х ) < Ь  <

< *1  
V П  ' 6

к.
Г 2 и ц2

С \ \ ^ -  Р  „ 3 ,2 ̂ II »а22 (2.169)

Из (2.169), пользуясь развёрнутыми выражениями

—  { /(х ,и ( ( ,х ) )}  и — {,^(м(^,х))}, имея в виду обозначение
дх дх
(2.140), пользуясь априорной оценкой (2.165), соответствующими 
неравенствами (2.130)-(2.132), оценкой (2.169), в области 
9)т х [ -  К, К ]  х ( -  оо, оо) неравенствами

Р'и (1 ,х ,и ,и„их,иа )\ < С к -(\ + 2К),

\Р'иа ({, х, и, и ,, их, и1х )[ < Ск • (1 + 2К)

(вытекающими из (2.128) и (2.129)), а также априорными оценка­
ми (2.160), (2.161) и (2.163), получаем, что V/ е  [0 ,г ]:
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т
||м ||дз.2( < Л ,  + Л 2 • | м ^ ( г , х ) < &  1 - | Н 1 в 2з ,2 ^ г , ( 2 . 1 7 0 )

о [о )

где К] > 0 и К2 > 0 - некоторые постоянные, не зависящие от и и 
I. Из (2.170), применив неравенство Р.Беллмана и пользуясь ап­
риорной оценкой (2.161), получаем:

| м|| з̂.2г ^  #1 • ехр{/?2 • С „}=  Кг  (2.171)

Таким образом, показали, что всевозможные классические 
решения и(1,х) задачи (2.82), (2.2), (2.3), принадлежащие про­

странству 5 ? 2 априори ограничены в В22Т. Дальнейшая часть 

доказательства данной теоремы, т.е. установление априорной ог­
раниченности функций и(1,х) и в В22Т, представляет собой по­

вторение соответствующей части доказательства теоремы 2.5. 
Теорема доказана.

Замечание 2.7. Отметим, что для выполнения неравенства
(2.126) достаточно, например, чтобы \/К > 0 в области
3)т х [ -  К, /?]х ( -  оо, со)3 выполнялись условия:

к 1 -к 1 -к  \ й \ { и1 ' и1 + и1 } ’ 

к 1  • К1 • К 1 • к 1  ^  2 {«* •м,2 + и1 ■ и1 } •

Замечание 2.8. Как видно из неравенств (2.84), (2.85) и
(2.127)-(2.129), при условиях последней теоремы 2.8, правая 
часть уравнения (2.82) может иметь: по и (при и —» оо) и и1

(при и, -»  оо) сколь угодно большой рост, по их (при и х —» оо) 

квадратичный рост, а по и1х (при и1х —» оо) лишь линейный (пер­

вый) порядок роста.
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